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Das Recht der Uebersetzung wird vorbehalten. 



Vorwort. 



Das vorliegende Werk ist aus der Ansicht hervorgegangen, dass 
schon die Elemente der höheren Analysis in eindringlicherer Weise 
vom Standpuncte der modernen Functionentheorie darzustellen seien, 
als dies in der Mehrzahl der bei uns im Gebrauche befindlichen Lehr- 
bücher der Fall ist. Dabei habe ich mich in den ersten sieben Capiteln 
absichtlich auf reelle Veränderliche beschränkt, um den Leser nicht 
bei sofortiger Einführung complexer Variabein durch allzugrosse 
Allgemeinheit abzuschrecken. 

Besonderer Werth wurde auf die Darstellung der allgemeinen 
Sätze über die unendlichen Reihen, deren Glieder Functionen einer 
Veränderlichen sind, und jener über die Differentiation solcher Reihen 
gelegt. Ich glaube, dass im VII. Capitel in dieser Hinsicht alles gegeben 
sein dürfte, was sich in einem zur Einführung in die Analysis be- 
stimmten Buche geben Hess. Dabei ist namentlich Rücksicht genommen 
worden auf die Arbeiten der Herren Dini und Pringsheim. 

Bei den Anwendungen habe ich mich darauf beschränkt, den 
Leser in den Stand zu setzen, den allgemeinen Verlauf einer alge- 
braischen Curve zu verfolgen und ihre einfacheren Singularitäten 
zu finden; ferner ist eine kurze Uebersicht über die Elementar- 
begriffe der räumlichen Liniensysteme gegeben, die in den Lehr- 
büchern der Analysis bisher noch wenig Beachtung gefunden haben. 
Für weitere Anwendungen muss der Leser auf die Specialwerke 
verwiesen werden. Beispiele zur Uebung sind nicht gegeben; nach- 
dem wir in Deutschland die ausgezeichnete Aufgabensammlung des 
Herrn Fuhrmann besitzen, konnte dies füglich unterbleiben. Bei 
denjenigen Beispielen, die zur Illustration der vorgetragenen Sätze, 
gewissermaassen als Paradigmen, dienen, habe ich geglaubt, mich, 
wenigstens zum Theile, den grossen classischen Werken anschliessen zu 
sollen, mit denen uns bis in die letzte Zeit namentlich Frankreich 
beschenkt hat. 

Das Schlusscapitel ist kürzer gehalten, als anfänglich beabsichtigt 
war, da auf den Gegenstand doch noch einmal in einem späteren 
Bande eingehend zurückgekommen wird. 

Berlin, im August 1893. 

Gravelius. 
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I. Capitel. 



Die irrationalen Zaiilen. 

§ 1. 

In der elementaren Arithmetik tritt uns schon einmal, bei der deci- 
malen Darstellungsweise der rationalen Brüche die Thatsache entgegen, 
dass eine gegebene endliche Zahl als Ergebniss einer unendlichen Beihe 
von Operationen erscheint Das dort auftretende Gesetz, der periodische 
Decimalbruch, ist leicht zu übersehen, und seine Anwendung fuhrt uns 
nicht über das Gebiet der uns bis dahin bekannten Zahlen hinaus. Da- 
gegen tritt die Nothwendigkeit der Erweiterung des Zahlbegriffes sofort an uns 
heran, wenn wir die Aufgabe x^ = a^ wo a eine beliebige positive rationale 
Zahl bedeutet, stellen. Denn im Allgemeinen wird dieser Gleichung durch 
ein rationales x nicht genügt werden können. Wir müssen also unsern 
Zahlbegriff verallgemeinern. Die neuen Zahlen, welche wir bilden, sind 
der älteren Mathematik in einem gewissen Gegensatz zu den rationalen 
erschienen und haben daher die Bezeichnung irrationale Zahlen erhalten. 
Bei einer wissenschaftlich strengen Begründung der Lehre you den irratio- 
nalen Zahlen treten nun schon eine Beihe von Gesichtspunkten und Be- 
trachtungen auf, welche auch für die später in diesem Buche darzulegenden 
Theorien von Werth sind, sodass es geeignet scheint, schon aus diesem 
Grunde der Theorie der irrationalen Zahlen hier einen Platz zu geben, 
ganz abgesehen davon, dass sie zur Zeit, wenigstens allgemein, noch nicht 
in den für die Universität vorbereitenden Unterricht aufgenommen ist. 

Der periodische Decimalbruch ist, wie dem Leser bekannt, nicht die 
allgemeinste Form, in der eine gebrochene rationale Zahl sich darstellen 
lässt. Es ist dies vielmehr die Theilbruchreihe*), in der die Zahl 10 
durch eine beliebige ganze rationale Zahl e vertreten wird, die der Be- 
dingung zu genügen hat e ^ 2. Eine rationale Zahl -r- wird also als Theil- 
bruchreihe in der Form erscheinen 

— = €io'^ 1 — r + • • • H — r- ' I» 



*) Vergl. hierzu H e i s ' Aufgabensammlung und Matthiessen's Commentar dazu. 
Gravelius, Differentialreclinung. i 
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wo üo jede beliebige ganze rationale Zahl bedeuten kann, und für jeden 
Werth des Index r 

ist. Die Theilbruchreihe besteht entweder aus einer begrenzten Anzahl von 
Gliedern, oder aber sie besitzt eine unbegrenzte Anzahl von Gliedern und 
ist dann periodisch, wobei die Periode entweder schon mit dem ersten 
Gliede a^ oder aber auch erst an einer späteren Stelle, a , beginnen kann. 
In dem Falle, dass die Theilbruchreihe unendlich viele Glieder besitzt, 
wollen wir die den Werthen 0, 1, ..., «, ... entsprechenden Werthe des 
Ausdruckes 

^ ^1 _L _. ^« 






mit (Jq) ^ly ""> ^n^ • •• bezeichnen. Dann gilt zunächst für jeden Werth 
von n, wie gross derselbe auch genommen werden mag 



a 



a 



Bezeichnen wir den Werth des Bruches y kurz mit d, so können wir die 

Zahlen Jq» ^i? •••9 ^n' ••• ^^ Näherungswerthe von <t ansehen. Der Zu- 
sammenhang des Bruches mit seinen Näherungswerthen erhellt nun aus 
folgendem Satz: 

Zu einer beliebig gegebenen positiven Zahl e lässt sich stets 
eine andere positive Zahl S bestimmen, dass 

0<::<j — ff..<e, 

sofern w > 8 genommen wird. 
Die Gleichung I. giebt sofort 






oder, wenn wir e = 1 + (e — 1) schreiben, 

1 



< <J — a 



'»^H-w(e- 1) 
Wenn wir nun n so wählen, dass 

1 



oder, was dasselbe ist, 



1 -h w (e — 1) 



1 — e 

n 



e 



so haben wir 



^-eCe^l) 



IS 



Die irrationalen Zahlen. 3 

Die im Satze geforderte Zahl § ist also bestimmt durch die Bedingang 

1 — E 
öS — 7 TT' 

Wir können nun e jeden beliebigen noch so kleinen, jedoch von Null 
verschiedenen Werth beilegen und erhalten dann immer auch einen 
endlichen positiven Werth S zugeordnet. Es ist also möglich, die Differenz 
<J—\ ihrem Betrage nach noch unter die beliebig klein vorgegebene, je- 
doch von Null verschiedene Zahl e herunter zu bringen. Diese Thatsache 
drücken wir in den Worten aus : Der Grenzwerth von <j^ für ein unbegrenzt 
zunehmendes n oder die Grenze, der sich die Zahlenreihe (Jq, a^, ..., 
9^, ... für ein solches n nähert, ist der rationale Bruch «7; in Zeichen 



lim a = a. 

n 



^= -I- 00, 



§2. 

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen, zu denen wir gelangten von 
der Betrachtung der zuletzt periodisch werdenden Theilbruchreihe, durch 
welche ' ein rationaler Bruch sich darstellen lässt, zeigen uns nun den Weg 
zu einer Erweiterung unseres Zahlengebietes, durch welche wir zu einer 
scharfen begrifflichen Feststellung der irrationalen Zahlen kommen. In 
der That, die Zahl (7 in § 1 erscheint uns als der Inbegriff der Gesammt- 
heit ihrer Näherungswerthe g^. Wir können, diese Beobachtung verallge- 
meinemd, uns nun überhaupt eine Beihe rationaler Zahlen 

denken, d. h. eine Beihe von rationalen Ausdrücken, die von der ganzen 
positiven Zahl n abhängig sind. Das Gesetz, nach welchem die C von n 
abhängen, lassen wir also ein ganz beliebiges sein, aber wir setzen fest, 
dass die C folgenden Forderungen genügen: Es soll für jede noch so kleine, 
jedoch von Null verschiedene Zahl y) ein Werth n existiren der Art, dass 
die Differenz C^ — C« + v numerisch, oder ihrem absoluten Betrage nach, für 
alle ganzen positiven Werthe von v unter t) liegt. 

Den absoluten Betrag einer Zahlengrösse bezeichnet man du^ch das 
zwischen zwei senkrechte Striche eingeschlossene Zeichen der Zahl. Wir 
schreiben demnach die angeführte Forderung so 

.|C,-c„^,1<:t,. n. 

Eine solche Folge von rationalen Zahlen C„ nennen wir mit E. Heine*) 
eine Zahlenreihe, und ordnen dieser ein Zahlzeichen (Ci, . .., CJ zu, für 
welches wir auch abkürzend C schreiben wollen. Diese bisher nur ganz 
formal definirten Zahlzeichen werden wir im Folgenden als allgemeinere 



*) Crelle's Journal, Band 74. 1872.. 

1* 



4 I. Capitel. 

Zahlen, im Gegensatze zu den rationalen, einfahren. Znvor mögen noch 
einige Bemerkungen über die Zahlenreihen erledigt werden. 

Eine Zahlenreihe , deren ' einzelne Glieder mit wachsendem n zuletzt 
unter jeden angebbaren Werth herunterrücken, nennen wir eine Elementar- 
reihe. Mit Einführung dieser Benennuog können wir sofort den folgenden 
Satz aussprechen, der eine leicht einzusehende Folgerung aus 11 ist: Die 
Glieder einer Zahlenreihe bleiben sämmtlich unter einer endlichen Grösse. 
Ist die Beihe nicht eine Elementarreihe, so bleiben von einem gewissen 
Werthe des Index an die sämmtlichen Glieder der Beihe numerisch auch 
über einer von Null verschiedenen Grösse. 

Wir wollen nun die gegenseitigen Beziehungen zweier Zahlenreihen be- 
trachten. Es ergeben sich dabei die wichtigen Sätze, dass, wenn C^, C^, • . . 
und Ti, T2, ... Zahlenreihen sind, auch Ci+Ti, £2 + ^21 ••• ^^^ ^\ — '^i? 
5^2 — '^29 ••• Zahlenreihen, also Zahlenfolgen, die der Forderung II genügen. 

In der That ist 

(i« -»- ^«) - «„ + V + \ + .) = i^n — f« + v) + i\ — '^«+v) 
und es wird demnach sowohl 

mit wachsendem n beliebig klein, da dies für jC„ — ^^^.vl ^^^ ^ür 

In ganz analoger Weise zeigt sich, dass wir eine neue Zahlenreihe 
erhalten, wenn wir die gleichstelligen Glieder zweier Zahlenreihen durch 
Multiplication verbinden. Es ist nämlich 

WO der absolute Betrag der rechten Seite auch wieder unter jede angebbare 
herabgebracht werden kann, da dies für die absoluten Beträge der Klammern 
möglich ist, und die C^, t^ nach Obigem stets unter einer endlichen Grösse 
bleiben. 

Wenn wir aus den beiden gegebenen Reihen eine neue bilden nach 
dem Schema 

, , • • • , , . . . , 

SO ist von- vorneherein ersichtlich, dass das Ergebniss nur dann eine 
Zahlenreihe in unserem Sinne wird sein können, wenn die Reihe t^, Tg, . . . , 
T^, ... keine elementare ist. Denn wenn dies der Fall wäre, so würden 
die Glieder der neuen Reihe zuletzt über alle Grenzen hinaus wachsen, sie 
könnte also keine Zahlenreihe sein. Schliessen wir also diesen Fall ganz 
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aus, so ist die neue Keihe allerdings eine Zahlenreihe. Denn wir können 
dann schreiben 

"n "^n + v '^n'^n + v '^«'^n + v 

Der Nenner der rechten Seite bleibt nach der getroffenen Uebereinkunft 
stets über einer endlichen Grösse, wie gross auch n angenommen werde. 
Der Zähler dagegen wird mit unbegrenzt wachsendem n unter jede Grösse 
herabgedrückt werden können. Dasselbe gilt daher auch von der linken 
Seite, d. h. die durch Quotientenbildung aus zwei Zahlenreihen hervorge- 
gangene Beihe ist, unter der ausdrücklich hervorgehobenen Voraussetzung 
betreffs der Reihe, deren Glieder als Divisoren verwandt werden, ebenfalls 
eine Zahlenreihe. 

Wenn bei der Verknüpfung zweier Zahlenreihen nach dem Schema 
Cy. — \ sich die neu hervorgehende Beihe als eine elementare herausstellt, 
dann nennen wir die Zahlenreihen Cj, ..., C^, ... und t^, ..., t^, ... 
einander gleich, und nur in diesem Falle sollen zwei Zahlenreihen 
einander gleich heissen. 

Aus dieser Definition schliessen wir sofort, das alle Elementarreihen 
unter einander gleich sind. Denn sind jetzt p^, ic^ Glieder zweier 
Elementarreihen, so wird mit wachsendem n 

p — "JT I 

rn n I 

unter jeden beliebigen Grad von Kleinheit herabrücken, d. h. mit andern 
Worten, die Beihe pj — ttj, p2 — ^s» ••• ist eine Elementarreihe. Also ist 
nach obiger Definition die Beihe der p gleich der Beihe der tc. 

Eine nicht elementare Beihe Ci, ..., C„, .*. kann niemals gleich einer 
elementaren p^, . . . , p^, ... sein. Denn für wachsendes n bleibt 

stets über einer angebbaren Grösse. 



Die Folge von Näherungswerthen der Theilbruchreihe in § 1, nämlich 
Jq) <7i, ..., 7„, ... ist offenbar eine Zahlenreihe in unserm Sinne. Denn 
es lässt sich immer n so wählen, dass 



n4- V n 



oder,- was dasselbe ist. 



j — a 



e. 



In der That ist 



n+v n^^n + 1^^ Ji + ^ 



ff , — o 
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Wir brauchen also nur wieder zu nehmen (s. § 1) 

1 — e 
e(c — 1) . 

um der gestellten Forderung zu genügen. 

Gleichzeitig ergiebt sich, dass die Zahlen (a — (Jq)? (.^ — O? •••9 
((j — aj, ... eine elementare Reihe bilden. 

§3. 

Wir ordneten nun, zunächst rein formal, einer jeden Zahlenreihe ein 
Zeichen zu, nämlich die Beihe selber, in Klammem gesetzt, also z. B. der 
Beihe a^, o,, . . . das Zeichen («i, aj, ...). 

Diese wie gesagt rein formalen Zahlzeichen nennen wir allgemeinere 
Zahlen. Wir wollen annehmen, dass die Elemente der Zahlenreihen, 
welchen wir die Zahlzeichen zngeordnet haben, alle positiT seinen. Und 
wir sagen, zwei Zahlzeichen seien gleich oder gegeneinander vertauschbar, 
wenn sie zu gleichen Zahlenreihen gehören; dagegen heissen sie ungleich, 
sind nicht vergleichbar, wenn sie zu ungleichen Zahlenreihen gehören. 
Die Gleichheit zweier Zahlzeichen bezeichnen wir ebenso wie die Gleichheit 
zweier rationalen Zahlen, also 

(Cn Cbt • . . ) =^ (711% ^2» • : • ) 
oder abkürzend durch die entsprechenden grossen Buchstaben 

Z = H. 

Eine Zahlzeichen, welches einer Beihe entspricht, deren sämmtliche 
Elemente denselben Werth haben, also z. B. 

soll uns das Zeichen für die rationale Zahl z selber sein. Es ist leicht, 
hiemach einzusehen, dass das Zeichen einer jeden Elementarreihe die Null 
sein muss. 

Wenn wir zwei Zahlzeichen N, M mit einander vergleichen, so- sind 
drei Fälle möglich 

I V . — |x . I = 
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Im ersten Falle nennen wir die beiden Zahlzeichen einander gleich, im 
zweiten heisst N grösser als M nnd im dritten N kleiner als M. Wenn 
N>M, so ist auch M<:N. 

Betrachten wir nun einmal die beiden folgenden Reihen 

P-i > P-s 5 • • • ? P-n ' • • • 

■ » 1 * . a 

und leiten aus ihnen die Reihe ab 

SO ist diese Reihe eine Elementarreihe, da zuletzt | ^•^4.« — M-f+n + i |. sicher 
unter jeder angebbaren Grösse bleiben wird. Daraus erhellt dann also, 
dass die Reihen, von denen wir ausgingen, einander gleich sind und dass 
somit ein Zahlzeichen ungeändert bleibt, wenn man von der Reihe, zu der 
es gehört, eine beliebige endliche Anzahl von Gliedern fortlässt. 

Unter dem Zeichen M + N wollen wir dasjenige verstehen, welches 
zu der Reihe fi-i + Vi, ..., jx^ + v^, ... gehört; analog ist das Zeichen 
MN dasjenige, dessen Reihe aas den Elementen; >!>!, .. ., [x^v^, ».. be- 
steht; und unter der Voraussetzung, dass die Reihe der v keine Elementar- 

M P-i P^n 

reihe ist, verstehen wir unter das zur Reihe — 9 • • • » — ? • • • gehörige 

N ^1 \ 

Zeichen. 

Ist also M + N = n , so hat "man , wenn e^ das Element einer Elemeh- 
tarreihe bedeutet, 

und ebenso, wenn MN ==11, so ist 



und endlich 



K\ 


■^- 


^ 


"■^ 


^« 


1^« 


+ 


^ 


=r 


^n- 



\ 

Und umgekehrt, wenn zwischen den Elementen dreier Reihen diese Rela- 
tionen bestehen, so bestehen auch die zuerst aufgestellten Beziehungen 
zwischen den zugehörigen Zahlzeichen. 

Wenn wir zu den Gliedern einer Zahlenreihe die gleichstelHgen Glieder 
einer Elementarreihe hinzufügen, so bleibt die Reihe ungeändert 

Für die Zahlzeichen haben wir also die Gleichung 

P + 0==P. 
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Ziehen wir aber von den Gliedern einer elementaren Beihe, e , die gleich- 
stelligen Glieder einer nicht elementaren, p^, ab, so erhalten wir die Beihe 

die gleichbedeutend ist mit 

Pl 9 • • • 9 """ P« » • • • ? 

welcher Reihe also eigentlich das Zeichen — P entspricht, wofür man 
aber einfacher — P schreibt. Endlich verstehen wir unter dem absoluten 
Betrag eines Zeichens P das Zeichen IPI, welches der Beihe 



I Pl I ' • • • ' I Pn . » • • • 

entspricht. 

Nach diesen Festsetzungen können wir nun mit den Zahlzeichen rechnen 
wie mit rationalen Zahlen. In der That, wenn 

M4-N = n, 
so ist auch 

M = n— N. 

Denn es ist also (s. oben) 

I^n + \ -+- «« = '^n 

somit 

H«« + ^ = ^« - \^ 

d. h. die Beihe H-i + ei, ..., pi^ -4- e^, ... gleich der Beihe irj — v^, ..., 
TC^ — v^, . . . ; die erstere Beihe ist aber gleichbedeutend mit der Beihe 
lh.y •••9 H-n» •••9 wonach unsere Behauptung erwiesen ist. In ganz 
analoger Weise zeigt man, dass, wenn 

M — N = P auch M = P + N 

M 
-J = P , M = PN 

ist, wobei für den letzten Satz aber wieder festzuhalten ist, dass N nicht 
einer Elementarreihe entsprechen soll. v 

§4. 

Wir kommen also bei Anwendung der Bechenoperationen auf unsere 
Zahlzeichen zu ganz denselben Besultaten, wie sie sich auch im Gebiete 
der rationalen Zahlen ergeben. Wir können nunmehr auch dazu übergehen, 
diese bisher nur rein formal definirten Zeichen in engere Verknüpfung zu 
bringen mit den rationalen Zahlen. Zu dem Ende greifen wir zurück auf 
den schon früher benutzten Begriff der Grenze (Seite 3), den wir hier so 
definiren: Giebt es für rationale a^ einen Wertli 31 derart, dass für 
wachsendes n die Differenz 81 — a^ beliebig klein wird, so heisst 91 die 
Grenze der Zahlen a^. 
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Besitzen nun die Glieder der Reihe a^ , . . . , a^, ... eine solche Grenze 

81, so ist diese der Werth des der Reihe zugehörigen Zahlzeichens. 

Denn nach der Definition, die wir eben von dem Begriffe der Grenze 

gaben, ist 

31 — «1, ..., 91 — a^, ... 

eine Elementarreihe. Als solche hat sie nach § 3 das Zeichen 0, und 
andrerseits ist sie auch ihrer Bildung nach gleich der Differenz der beiden 
Zeichen (91, 91, ...) und (a^, aj, ...); es ist also 

= 9l-A, 
und somit in der That 

9l = A. 

Dies Ergebniss ist gleichbedeutend mit dem in § 1 erhaltenen und 
jetzt nur auf* anderem Wege erlangt worden. Um ein Beispiel zu. geben, 
sei die Zahlenreihe 

1 1.1 1 1 1 



11 11 112 11 • ip 118 

vorgelegt. Man findet, dass die Grenze ihrer Glieder -r?r ist, wonach 

^ 10 "" V 11 ' 11 "*" 11^' "i^. "^ 11^ 11*' '" J 
Um nun zu neuen Ergebnissen fortzuschreiten, wollen wir zunächst 
einige Ausdrücke präcisiren. Wir sagen, dass Zahlzeichen ^i, -^2? •"•> -^n 
mit wachsendem n unter jeden angebbaren Werth herabsinken, wenn für 
jedes von Null verschiedene Zahlzeichen B ein solcher Werth von n 
existirt, dass für dieses n und alle "ganzen positiven Zahlen v 

welche Ungleichung nach § 3 einen ganz bestimmten Sinn hat. 

Besteht eine solche Ungleichung nun für jedes B^ so besteht sie auch 
fdr jedes rationale &, denn, nach dem vorhin erlangten Ergebniss ist ein 
rationales b ja nur ein specieller Fall des allgemeineren Zahlzeichens B. 
Aber auch umgekehrt, besteht die Ungleichung 

für jedes rationale h, so besteht sie auch für jedes B. Tritt sie nämlich 
für ein bestimmtes B ein, dessen absoluter Betrag 

(1^1 N ••., |&^|, ...) 

ist, und der nicht der Null gleich ist, so ist also auch ein beliebiges 
I &^ I >> 0. Dann kann aber immer eine positive rationale Zahl b gefunden 
werden, derart, dass von einem bestimmten Werthe von r ab stets 

r 
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bleibt^ Sinkt nun der absolute Betrag von A^,^ unter ft, so dass also 
mit wachsendem r stets 



bleibt, so wird, da 
auch 



&-a,|>0 



K\>\b 



^ — ^rl>Ö- 



Danach genügt es also, wenn das Kriterium für das Herabsinken eines 
Zahlzeichens unter jeden Werth für die rationalen Zahlen b erfüllt ist. 

Nunmehr können wir zu dem Schlusssatze dieser ganzen Unter- 
suchungen übergehen: Das Z^ihlzeichen .ä ist unter allen Umständen die 
Grenze der Glieder a^ der Eeihe, zu der es gehört. 

Wir zeigen, dass Ä — a„'mit wachsendem n unter jede rationale Zahl a 
sinkt. In der That ist 

^""^n = (^l — ««9 «2 — «n' •••» % — ^n^ <^n + l^^n^ •••) 

oder nach § 3 

= («„-1.1 — «n' ^n + S""^»»' •••)- 

* > 

Nimmt man n hinreichend gross, so bleiben (§ 2) die einzelnen Glieder 
dieser letzteren Beihe sicher unter a, oder das Zeichen Ä — a. unter dem 
Zeichen (a, a, ..., a, ...)» ^- h. mit andern Worten die allgemeinere 
Zahl Ä — a^ unter der rationalen Zahl a. Die allgemeinere Zahl Ä ist" 
also in der That die Grenze der a^. 

Diese allgemeineren Zahlen sind die irrationalen Zahlen, welche bereits 
in den Elementen zwar auftreten, dort aber ihrer eigentlichen Natur nach 
noch nicht erkannt werden. Als Beispiel kann uns die irrationale Zahl 
dienen, die aus der Eeihe hervorgeht, deren allgemeines Glied ist 

,,11 1 

a=l-M-f--7rr + -?rr+ h 



2! ^ 3! ^ ' wl 

Diese Zahl wird allgemein mit e bezeichnet und ist die Basis des natürlichen 
Logarithmensystems. Man sieht sofort, dass 



ferner ist 



ö„ + v>ö^„ 



«n + v «n — (^ _|. 1)1 (1 +^ 4. 2 "^ ^ (W -H 2) (W + 3) . . . (n -h v)j 

also gewiss 

a^ , « — a„<Z 1 H h • • • 4- 



»+^ -^(n+l)! \ n+l (n-^iy-^ 
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Der Aasdrnck rechter Seits von dem Zeichen <: kann in die Form gebracht 
werden 

_1 /. 1 

n 
80 dass also 



«• 


nl \ 


- 


(n 


+ 1)'-. 


a 


i + v 


«« 


< 


1 


«•»! 



Ist nun m<Zn eine positive ganze Zahl, so ist w! = w>! (m + 1) (m -h 2) 
. . . (w — 1) w > iw ! (m + 1)""*", also für ein solches n auch 

_ 1 1 _ 1 (w4-ir 

^^ " m.ml(m4- l)""^"* m- »?! (1 4: w w) 

and es ist also auch gewiss 
wenn nur 

Es giebt also wirklich eine Zahl 

Dass e nicht rational sein kann, zeigen wir leicht so. Angenommen es sei 
rational in der Form 

a 

dargestellt. Dann ist nach obigem 

1 

und ferner, da alle Glieder der Eeihe a^ positiv, 

Es ergeben sich also folgende Eelationen 

1 



Ö^ß<«ß + v<«^ß"+" ß.ßl 

1 

.«ß<ö<«ß+ß7ß! 

ß.ß!aß<ß-ß!e<:ß.ß!ap + l. 

Nach Voraussetzung ist ß»ß!e = a«ß! eine ganze Zahl. Nach den eben 
erhaltenen Belationen soll diese Zahl aber zwischen zwei aufeinander 
folgenden ganzen Zahlen liegen. Dies kann nicht sein, somit ist e irrational 
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Die Gesammtheit der rationalen nnd irrationalen Zahlen bildet das 
Gebiet der reellen Zahlen, und sie erschöpft dieses Gebiet anch. Denn 
wenn wir die Zahlen 

ö = (fli, flj, ..., fl^, ...) 

als Irrationale erster Ordnung bezeichnen nnd nun in derselben Weise Irra- 
tionale zweiter Ordnung 

«^^^ = («1» Oj, ..., a^, ...), 

ans diesen Irrationale dritter Ordnung u. s. w. bilden, so überzeugen wir 
uns leicht, dass die Irrationalen einer beliebigen , der (m + I)^^ Ordnung 
nichts anderes sind, als diejenigen der ersten Ordnung. Wenn nämlich 
die Zahl (m -h 1)*«' Ordnung definirt ist durch 

j(»») fA ("» — 1) A C»n — 1) \ 

und wir nehmen rationale Zahlen a^, ..., a^, ... so an, dass dieselben 
unter Äi^"*~^\ . . . , aJ'^~^\ , . . liegen und sich von diesen beziehlich um 
weniger als 1, V2? Va» •••> V«» ••• unterscheiden, so wird, wenn noch 
Ä das Zeichen der Zahlenreihe (a^, . . . , a^, . . . ) ist, wie leicht einzusehen, 

A^'^^ — A 

das Zeichen einer Elementarreihe, so dass wir also schreiben können 
^("») — ^ = d. h. 

§5. 

Das System der reellen Zahlen hat nun folgende allgemeine Eigen- 
schaften: 

1. Je zwei derselben können entweder gleich oder ungleich sein, und 
im letzteren Falle können wir die eine als die grössere, die andere als die 
kleinere bezeichnen. 

2. Die reellen Zahlen sind den Gesetzen der Addition und Multiplication 
in derselben Weise unterworfen, wie die ganzen Zahlen. 

3. Wenn a >> ß , so giebt es eine und nur eine Zahl £ des Systems, 
80 dass ß -h E = a. 

4. Wenn a von Null verschieden ist, so lässt sich i stets so bestimmen, 
dass es der Gleichung a ^ = ß genügt. Ist a insbesondere eine ganze Zahl, 
so ist also klar, dass jede reelle Zahl in unbeschränkter Weise in gleiche, 
mit ihr gleichartige Theile zerlegt werden kann. 

5. Ist a>> ß, so lässt sich doch immer eine ganze Zahl n so bestimmen, 
dass wß>a. 

6. Ist |a|>|ß|, so giebt es immer noch eine Zahl y des Systems der 
Art, dass 



a 



ßi, 
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und mit Rücksicht auf L können wir also sagen, dass es neben jeder Grösse 
noch sowohl eine giebt, deren absoluter Betrag kleiner ist als der ihre und 
auch eine, deren absoluter Betrag grösser ist als der ihre. Diese Eigen- 
schaft drücken wir auch so aus, dass wir sagen, das System der absoluten 
Beträge unserer Zahlen hat die untere Grenze Null und die obere Grenze 
4-Qo, d. h. also das System der reellen Zahlen selber hat die untere 
Grenze — oo und die obere Grenze -h oo . 

Aus der Eigenschaft 5. entspringt sofort die Einsicht, dass jede reelle 
Zahl immer zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen eingeschlossen ist, 
oder auch, dass jede reelle Zahl a in der Form darstellbar ist 

a = a-j- p, 
wo a eine ganze Zahl und 

0<p<:l, 
oder endlich auf die Form 

a = a' -+■ p' 

1 



Das System der reellen Zahlen ist zwischen irgend zweien derselben 
a<:0, ß>>0 ein zusammenhängendes System. Dies ist so zu ver- 
stehen. Wir wollen uns das System der reellen Zahlen zwischen a und ß 
in zwei Gruppen so zerlegt denken, dass jede Zahl p des Systems nur 
einer Gruppe angehört. Wenn ferner p^ eine Zahl der ersten Gruppe ist, 
so soll zu dieser auch jede Zahl p<Cpi gehören, und wenn p2 eine Zahl 
der zweiten Gruppe, so ist auch jedes p>P2 in der zweiten Gruppe ent- 
halten. Es ist also p2 > pi . Ferner, wenn p^ eine Zahl der ersten Gruppe, 
so gehört zu dieser auch eine Zahl, welche p überschreitet, und ebenso 
findet sich in der andern Gruppe auch eine Zahl, die unter pg bleibt. 

Ist es nun möglich, die Zahlen p^, p2 so zu wählen, dass der ünter- 
scliied p2 — pi kleiner wird als irgend eine Grösse des Systems, dann sagen 
wir von letzterem, es sei zusammenhängend oder besitze Zusammenhang.*) 
Dies ist aber der Fall wegen der Eigenschaft 5. unserer Zahlen. 

Nehmen wir an, es sei nicht so, es bleibe also die Differenz p2 — Pi 
stets grösser als eine beliebiege Zahl e, welche zwischen a und ß enthalten 
ist. Der ersten Gruppe gehört auch die Zahl pi -h ö und alle zwischen p^ 
und pi -4- ö liegenden Zahlen an, ferner pi + 2ö und alle zwischen pi + o 
und Pa + ö liegenden; überhaupt allgemein, es gehören zu dieser Gruppe 
auch die Zahlen p^ und pi-hwö, wo n eine beliebige ganze Zahl. Nun 
ist aber nach Voraussetzung 

P2 — Pi > ö. 

*) Vergl. 0. Stolz über die Stetigkeit eines Systems absoluter Grossen in 
»Vorlesimgen über allgemeine Arithmethik." Band I. Leipzig 1885. 
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dann giebt es aber naeh Eigenschaft; 5. doch immer eine Zahl p, so dass 



d. h. 



Danach würde also p^ J^^^^ ^^^ ersten Grappe angehören müssen. Dies ist 
aber gegen die Voraussetzung. Es ist also eine Theilung des zwischen 
zwei reellen Zahlen eingeschlossenen Systems immer so möglich, dass jede 
Zahl des Systemes nur einer der beiden entstandeneu Gruppen angehört, 
und dass die Differenz p^ — Pi zwischen zwei Zahlen verschiedener Gruppen 
zuletzt unendlich klein gemacht werden kann.*) 

Nun können wir auch sagen: Ist a irgend eine reelle Zahl, so zerfallen 
alle Zahlen des reellen Systems in zwei Classen C^ und C2, deren jede un- 
endlich viele Individuen enthält. Zur ersten Classe gehören alle Zahlen 
<: a , zur anderen alle Zahlen > a. Jede Zahl der ersten Classe C^ ist 
kleiner, als jede Zahl der zweiten Classe C^] die Zahl a selber kann nach 
Belieben zu C^ oder zu C^ gerechnet werden; sie ist dann entweder die 
grösste in C^ oder die kleinste in C2 enthaltene Zahl. Wir sagen, dass 
die Zahl a die vorgenommene Theilung des Systems hervorbringe. 

Auf dieses Ergebniss fussend, können wir nun den Schlusssatz unserer 
Theorie der reellen Zahlen aussprechen. 

Das System der reellen Zahlen hat die Eigenschaft, zwischen 
irgend zwei derselben [jkCO, v>0 stetig zu sein, d. h. zerfallt 
das System in zwei Classen (7x, Cg der Art, dass jede Zahl Ci der Classe Ci 
kleiner ist als jede Zahl Z^ ^^^ Classe C^, so giebt es eine und nur eine 
Zahl a, welche diese Theilung hervorbringt. 

Es lassen sich jedenfalls zwei rationale Zahlen p^ q so bestimmen, dass 

In der Eeihe rationaler Intervalle 

giebt es dann jedenfalls eines und nur eines (w»o, mo-hl)y in welchem 
sowohl Zahlen a^ wie auch Zahlen ag vorhanden sind. Ist dann e > 2, so 
zerlegen wir dieses Intervall in die e neuen 

/ 1 e— 1 . i\ 

lmQ-\ 9 ""> niQ-i : 1 Wo-Ml» 

unter denen sich auch eines und nur eines findet, in welchem Zahlen beider 
Classen vorkommen. In dieser Weise fahren wir fort, das Intervall zu ver- 

*) Eine solche Theilung ist ein Schnitt genannt worden. Bleibt dagegen immer 
p, _Pj>S, wo eine Zahl des Systems, so heisst die Theilung eine Lücke. 
(Stolz, a. a. 0.) 
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engwm und- erhalten dabei eine Folge von Zahlen Wq? ^u ^h^ •••? ^«r 
wo inj^<e, und wo die nij^ Zähler in der Theilbruchreihe 

«„ = »Wo + — + — +... +-V (w = l,2...) 
sind. Jedes der Intervalle 

('-' '- -^ >) 

enthält Zahlen beider Classen. Wir zeigen nun, dass die zu der Zahlen- 
reihe mit dem allgemeinen Glied a^ gehörende Zahl a in der That grösser 
ist als alle Zahlen von Cj und kleiner als alle Zahlen von C2, und dass 
es ausser a keine zweite reelle Zahl gleicher Beschaffenheit giebt. Gäbe 
es in Ci noch eine solche Zahl 7:> a, so müsste sie auch in jedem Intervall 

««'« + -Jr) (n=l,2...) 



liegen, es müsste also sein 



^ 1 

e 



d. h. die Glieder (7. — a ) bilden eine Elementarreihe, also 

7 = a. 

In analoger Weise zeigt man, dass 7a=a sein muss, wenn es in C^ und 
<a angenommen wird. Und wenn wir annehmen wollten, es gebe neben 
a noch eine Zahl a', grösser als alle Ci und kleiner als alle C29 ^^ müsste 
a' erst recht in jedem Intervalle 



(*-' "- ■" 7) 



liegen, woraus wieder wie oben folgt, dass a'^ — a^ allgemeines Glied einer 
Elementarreihe wäre. Es giebt also in der That nur eine einzige Zahl a 
~ die auch immer existirt — durch welche eine gegebene Theilung des 
Systems der reellen Zahlen in zwei Classen von oben beschriebener Art 
hervorgebracht wird. 

§6. 

Nachdem nun das Gebiet der rationalen Zahlen durch Einführung der 
irrationalen zu dem der reellen Zahlen erweitert worden ist, steht der Lösung 
der Aufgaben 



X 



:2» + »=+a 
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fär reelle a und beliebige rationale n nichts mehr im Wege. Auch für 
irrationale ^\und positive irrationale a kann die Aufgabe 

gelöst werden. Aber schon die Auflösung der Aufgabe 

wo n rational, kann mit unseren reellen Zahlen nicht mehr geleistet werden, 
d, h. es giebt keine reelle Zahl, deren gerade Potenzen eine negative reelle 
Zahl liefern. Endlich kann auch die Aufgabe 

a;~ = — a 

für reelle a und irrationale n nicht gelöst werden. Denn die Auflösung 
müsste durch Logarithmen erfolgen. Im Gebiete der reellen Zahlen ist der 
Logarithmus aber nur für positive Logarithmanden definirt, und einer nega- 
tiven Zahl a entspricht kein Logarithmus in diesem Gebiete. 

Es ist also noch eine fernere Erweiterung unseres Zahlbegriffes noth- 
wendig. Dieselbe wird durch die complexen Zahlen geleistet. Wir werden 
zu deren Einführung jedoch an dieser Stelle noch nicht schreiten, sondern 
die Untersuchungen, an die wir jetzt herantreten, zunächst ausdrücklich auf 
reelle Zahlen beschränken. Im zehnten Capitel werden wir dann auf den 
eben angeregten Gegenstand zurückkommen. 
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Die. reelle Yeränderliehe und ihre Fnnctioneii. 

Stetigkeit. 



Eine Zahl,' welche unbegrenzt viele fe'elle Werthe annimmt, deren jeder 
Yöllig bestimmt ist, heisst eine reelle Veränderliche. Die Gesammt- 
heit der von der Zahl angenommenen Werthe heisst der Bereich dieser 
Veränderlichen. 

Der Bereich kann von vornherein willkürlich /gegeben sein, d. h. wir 
können festsetzen, die Veränderliche x solle keinen Werth annehmen, der 
kleiner als a und keinen, der grösser als & ist, wo a<;ö<<6 sein'möge. 
Dann ist aliso der Bereich der Veränderlichen x auf das Intervall (a, .&) 
beschränkt, und jene heisst endlich. 

Wenn aber über den Bereich nicbts^ vorher willkürlich festgesetzt war, 
80 sind zwei Fälle möglich. Entweder kann die Veränderliche Werthe an- 
nehmen, die grösser werden, als jede vorgegebene positive Zahl, oder ihr 
Werth bleibt stets unter einer gegebenen reellen Zahl. Im ersteren Fall 
sagt man, die Veränderliche wachse über alle Grenzen, oder sie habe die 
obere Grenze -f-oo, oder endlich, sie werde unendlich. Man darf nicht 
sagen, die Veränderliche sei dann einmal unendlich, denn das Unendliche 
ist keine Zahl. Die Veränderliche hat in diesem Falle überhaupt keinen 
grössten Werth. , - . 

Aber auch im zweiten Falle kann man die Existenz eines grössten 
Werthes für die Veränderliche durchaus nicht ohne, weiteres annehmen. 
Für diesen Fall aber giebt es folgenden, auf BolzBno zurückzuführenden, 
in folgender Form aber von Herrn Weierstrass herrührenden Satz: 

Liegen die Werthe einer Veränderlichen x sämmtlich unter eiiier ge* 
gebenen Zahl a, so existirt eine und nur eine Zahl^, die kein Werth von 
X überschreitet, die ausserdem die Eigenschaft hat, dass es mindestens 
einen Werth von x giebt, dessen Unterschied von 7 weniger beträgt als eine 
beliebig gegebene jpositive Zahl s. Die Zahl 7 heisst die obere Grenze der 
Veränderlichen. 

Gravelius, DifFerentialrechnang. o 
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Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir an, es sei Xq ein bestimmter 
Werth von x. Dann giebt es immer zwei ganze Zahlen a, h so dass 

Das Intervall (a, h) theilen wir wieder in die Intervalle 

(a, a + 1), (a 4- 1 , a -h 2) . . . , (& — 1 , 6). 

Eines derselben mnss dann das letzte sein , in dem überhaupt noch Werthe 
von X vorkommen und zwar kann seine obere Grenze keinesfalls Werth der 
Veränderlichen sein. Dieses letzte Theilintervall von (a, b) sei (wq, w^ -h 1). 
Ist nun mQ der einzige Werth von x in diesem Theilintervall, so ist mQ die 
obere Grenze von x und man kann also 7 = t^^o setzen. Kommen aber 
noch mehrere Werthe von x in dem Intervall (wq, Wq + 1) vor, so bilden 
wir wieder neue Theilintervalle, indem wir jenes in e gleiche Theile zerlegen, 
wo e wieder ^ 2 sein soll. Die neuen Intervalle sind also 

IfiiQ, Wo 4- —U •••» (woH —^ mo-Hlj- • 

Hier muss es nun wieder ein letztes Intervall 



/ , Wi , Wj 4- 1 \ 



geben, in dem überhaupt noch Werthe von x vorkommen und zwar wieder 

»»1 •+• 1 

so, dass die obere Grenze w?q H * jedenfalls nicht von einem Werthe 

c 

von X gebildet wird. Ist die untere Grenze des Intervalls, niQ H -t der 

einzige Werth von Xj der in diesem Intervall vorkommt, so ist wieder 
Y=,moH -• Im gegentheiligen Falle theilen wir das zuletzt betrachtete 

Intervall wieder in e neue Theilintervalle und wiederholen den Process, 
wenn nöthig, noch öfter. In dieser Weise wird sich entweder das Ergeb- 
niss herausstellen, dass 7 eine endliche Theilbruchreihe von der schon öfter 
betrachteten Form sein muss, oder aber, dass eine Zahl m existirt, die 
einer Zahlenreihe angehört, deren allgemeines Glied 

e e^ e 

ist, und die die Eigenschaft hat, dass in jedem Intervall 



(K), (%)4-^) 



wie gross auch die ganze Zahl Iz genommen werde, Werthe von x noch sich 
finden, dass aber die obere Grenze dieses Intervalls bereits grösser als jeder 
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Werth von x ist. Es ist also zunächst m > a;; da aber auch «» < Wj -H -^? so 
muss es offenbar Werthe x' von x geben, für die 

1 



m — x 



e* 



d. h. kleiner als jede beliebige positive Zahl e ist. Diese Zahl m ist dann 
die in dem Weierstrass'schen Satze angegebene Zahl 7. Es giebt auch nur 
eine solche Zahl 7; denn existirte noch eine andere 7', so zeiget man leicht, 
dass das Zahlzeichen 7 — 7' wegen 7>a?, 7 — Xi<Ct zu einer Elementar- 
reihe gehören muss. 

Gehört 7 zu den Werthen von x^ erreicht die Veränderliche also ihre 
obere Grenze, so ist dieser Werth 7 der grösste Werth von x. Ist aber 7 
kein Werth von x^ so ist es ein eigentlicher Grenz werth, also ein Werth, 
dem die Werthe der Veränderlichen zwar beliebig nahe kommen, von dem 
sie jedoch immer um eine positive Grösse verschieden bleiben. — 

Die Anwendung analoger Betrachtungen auf die Veränderliche — x 
fahrt zum Begriffe der unteren Grenze. Nimmt insbesondere die Ver- 
änderliche Werthe an, die kleiner werden als jede beliebig kleine negative 
Zahl, so sagen wir, sie habe die untere Grenze — 00 , und es besteht auch 
der dem Weierstrass'schen correspondirende Satz: Liegen sämmtliche Werthe 
der Veränderlichen über einer bestimmten Zahl ß, so giebt es eine und 
nur eine Zahl y), die so beschaffen ist, dass kein x unter dieselbe herab- 
sinkt, während es mindestens ein x^ etwa xf giebt, so dass x' — ^ > &, wo 
e eine beliebig gegebene positive Zahl bedeutet. Die Zahl y\ heisst die 
untere Grenze der Veränderlichen. — 

Die Sätze dieses Paragraphen beweisen nur, dass eine obere bezw. eine 
untere Grenze der Veränderlichen überhaupt vorhanden ist. In jedem 
einzelnen Falle bedarf es aber besonderer Betrachtungen, um diese Grenzen 
rechnungsmässig herzustellen; denn diese Herstellung lehren unsere Sätze 
nicht. 

§ 2. 

Wenn die Veränderliche x in dem reellen Intervalle (a, 6) alle Werthe, 
d. h. jeden einzelnen, durchläuft, so heisst sie in diesem Intervalle stetig. 
Der Unterschied zweier auf einander folgender Werthe oder zweier benach- 
barter Werthe einer stetigen Variabein kann kleiner gemacht werden, als 
iede beliebig kleine Zahl e. 

§3. 

Wir gehen nun zu dem Begriffe der Function einer reellen Veränder- 
lichen über. Dabei werden uns die folgenden Betrachtungen zur leichteren 
Einführung in neue Vorstellungen dienen. ' 

Bei den Begistririnstrumenten, wie sie die moderne Meteorologie und 
Geophysik verwenden, zeichnet ein feststehender Stift auf dem Mantel eines 

2* 
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Fig. 1. 



sich in gegebener Zeit (gewöhnlich 24^) einmal um seine Axe drehenden 
Cylinders eine Basislinie AB\ gleichzeitig markirt ein beweglicher Stift, 
der also den Veränderungen dea beobachteten physikalischen Elementes 
(Luftdruck, Temperatur u. s. w.) folgen kann, für jedes noch so kleine Zeit- 
theilchen den Werth des betreffenden Elementes, der, je nach der Anord- 
nung des Instrumentes, gemessen wird entweder durch den senkrechten 
Abstand des von dem beweglichen ^ Stifte markirten Punktes von der Basis, 
oder durch diesen Abstand multiplicirt mit einer ein für alle Male gegebenen 
Zahl. Rollen wir dann nach Verlauf einer vollen Drehung des Cylinders 
dessen Mantel in die Ebene auf, so erscheint die Basis als gerade Linie 
und die Gesammtheit der jedem Augenblick entsprechenden Werthe des 
registrirten Elementes constituirt eine Curve CC\ 

Jeder Punct a der 
Basis stellt nns ein 
Zeitmoment dar; nnd 
wenn wir in a eine 
Senkrechte errichten, 
' ß so ist die Strecke der- 
selben, ao, welche die 
Curve GC von ihm 
abschneidet, bezw. die Masszahl dieser Strecke der diesem Momente zu- 
kommende Werth des registrirten Elementes. Wir wollen c als den Träger 
dieses Werthes ac annehmen und bezeichnen. 

Ein solcher Begistrirstreifen gibt uns also ein Bild folgender Beziehung: 
Wir haben zweiEeihen von Werthen vor uns (a, a', ...) und (c, c', ...) 
die so beschaffen sind, dass zu einem jeden Werthe der stetig verlaufenden 
Beihe (a, a', ...) ein und nur ein ganz bestimmter Werth der anderen 
Beihe gehört. Oder, mit anderen Worten ausgedrückt: Zu jedem Werth der 
stetig veränderlichen Zahl a gehört ein und nur ein Werth der Zahl c. 
Diese Beziehung zwischen c und a drücken wir in den Worten aus: c ist 
eine Function von a. Und wir sagen also überhaupt: 

Wenn jedem Werthe x einer reellen Veränderlichen ein und 
nur ein Werth y zugeordnet ist, so heisst^ eine Function von a; 
in Zeichen ausgedrückt y=^f{x). Und zwar heisst die Function 
noch insbesondere eine einwerthige oder eindeutige. 

Ist die Zuordnung zwischen den Reihen der Werthe x und den ^-Werthen 
so, dass zu einem Werthe x zwei oder mehr Werthe von y gehören, so heisst 
die Function eine zweiwerthige bezw. mehrwerthige. 

§4. 

Dieser für die gesammte Mathematik und ihre Anwendungen auf die 
Naturforschung fundamentale Begriff der Function hat eine bemerkens werthe 
Entwicklungsgeschichte. Und erst der neueren Zeit war es vorbehalten, ihn 
mit der erforderlichen Klarheit und Schärfe herauszuarbeiten, welchen Erfolg 
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man namentlich Biemann's and Herrn Weierstrass' Arbeiten verdankt.*) Ur- 
sprünglich ist mit dem Worte Function nur der Begriff der Potenz verbunden 
worden. Seit BernouilU hat man darunter aber alle Ausdrucke verstanden, 
die aas der Veränderlichen durch beliebige Anwendung der vier arith- 
metischen Grundoperationen, zu denen noch die allgemeine Potenz hinzutrat 
(also auch Wurzeln und Logarithmen), hervorgehen. Die einfachsten Aus- 
drücke dieser Art sind die ganzen rationalen Functionen, welche die 
Form haben 

y *= /"C^) = «0 + «1^ + «2^^ -f. . . . + a^a;"*. 

Mit den Eigenschaften dieser Functionen ist man besonders vertraut 
geworden und hat sich daran gewöhnt, diese Eigenschaften als ganz all- 
gemeine anzusehen, die für alle Abhäiigigkeitsgesetze y = f{p^ gelten müssten. 
Durch diese Meinung verleitet, ist man in der reinen Mathematik öfter zu 
irrigen Besultaten gekommen, und andererseits in nicht geringe Verlegenheit 
gerathen, als man bei der Untersuchung naturwissenschaftlicher Probleme 
auf Abhängigkeitsgesetze stiess, welche sich diesem üblichen Functionsbegriffe 
durchaus nicht unterordnen Hessen. Namentlich das Problem der schwingen- 
den Saite, welches um die Mitte des vorigen Jahrhunderts (1747) von d'Alembert 
in allgemeiner Form in Angriff genommen worden war, hatte den Mathe- 
matikern diese Erkenntniss gebracht und es entspann sich zwischen den 
hervorragendsten Geometem jener Zeit ein heftiger Streit über die Art und 
Weise, wie man die neu erkannten Thatsachen aufzunehmen und weiter zu 
verwerthen habe, der erst 60 Jahre später, 1807, durch eine Entdeckung 
Fourier's geschlichtet wurde. Ausführlicher auf diese Dinge wird theils im 
n. Capitel dieses Bandes, theils im Y. Capitel des n. Bandes eingegangen 
werden. Hier handelt es sich nur darum, kurz zu erwähnen, wie die ge- 
schichtliche Entwicklung durch die Anwendung der Mathematik auf Probleme 
der Naturforschung darauf hin drängte, die Meinung, der Functionsbegriff 
sei mit dem des arithmetischen Ausdrucks erschöpft, aufzugeben. Schon das 
Beispiel, mit dem wir § 3 einleiteten, zeigt, dass es eine functionale Beziehung 
zwischen zwei Grössen geben kann, ohne dass dieselbe durch eine arith- 
metische Formel ihren Ausdruck finden müsse. Denn wir kennen durchaus 
noch keine solche Formel, durch die etwa die Abhängigkeit des täglichen 
Luftdruckes von der Zeit exact dargestellt würde. 

Wenn wir also in diesem Buche von einer Function sprechen, so soll 
darin immer eine Beziehung von der in § 3 beschriebenen Art gemeint 

*) B. Riemanns Gesammelte Werke. Herausgegeben von H. Weber und 
R. Dedekind, 2. Aufl. Leipzig 1892. 

K. Weierstrass, Abbandlungen zur Functionentbeorie. Berlin 1886. Grelles 
Journal, Bd. 47 u. Bd. 52. Zablreiche Arbeiten in den Monatsberichten (Sitzungs- 
berichten) und Abhandlungen der Berliner Akademie. Das an erster Stelle genannte 
Bach ist eine Sammlung einiger dieser Aufsätze. . 

W.'s Lehren sind neuerdings dargestellt von Bi ermann, Theorie der analytischen 
Functionen. Leipzig 1887. 
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sein, gleichgültig, ob dieselbe durch einen arithmetischen Ausdruck oder 
sonstwie hergestellt ist, etwa graphisch, wie oben, oder in Form einer tabel- 
larischen Zuordnung der Functionswerthe zu den Werthen der Veränder- 
lichen u. s. w. 

§5. 

Die Veränderliche x, von deren Werthen diejenigen von /(a?) abhängen, 
soll die unabhängig Veränderliche heissen, während y = /*(a?) die abhängig 
Veränderliche ist; die unabhängig Veränderliche x wird auch als das 
Argument der Function y bezeichnet. Wenn die functionale Beziehung 

y = /"(«) 
gegeben ist, so können wir auch die Eeihe der ^-Werthe als die zuerst vor- 
handene ansehen, und dann zu jedem y den zugehörigen :r-Werth bestimmen. 
Dann erscheint also jetzt x als Function von y. 

welche Gleichung wir die Umkehrung der vorigen nennen. Die Function 
^ = 9(3') kann sehr wohl eine mehrdeutige sein, wenn auch ^«/"(a?) eine 
eindeutige war. 

Die durch arithmetische Ausdrücke gegebenen Functionen f{pc) werden 
in folgender Weise eingetheilt. Zunächst sind zwei Hauptclassen zu unter- 
scheiden. Ist die Beziehung zwischen der unabhängig Veränderlichen x 
und der Function y durch eine Gleichung 

F{x, y) = 

gegeben, so nennen wir y eine implicite Function von x, Ist die letzte 
Gleichung aber nach y aufgelöst, sodass wir wieder haben 

so heisst y eine explicite Function der Veränderlichen. Kommen in dem 
Ausdruck f{x) die Variabele und ihre ganzzahligen Potenzen nur in den 
durch die vier arithmetischen Grundoperationen gegebenen Verbindungen 
vor, so heisst /(o;) eine rationale Function. Die allgemeinste Form einer 
solchen ist also 

«O + ö^l^H ^^m^"' 

f^^^ = 1 1 \ . . n ' 

Öq + biX-{- "•+ b^x 

wo die a^, ft^ beliebige positive oder negative reelle Zahlen bedeuten. Was 
man unter einer ganzen rationalen Function versteht, ist schon in § 4 
gelegentlich erwähnt. 
Ist nun 

i^(a:,y) = JP'o + Fi2/-h---+i^,/, 

wo i^Q, ...yF^ beliebige rationale Functionen von x sind, so heisst die durch 



Die reelle VeränderlicTie und ihre Functionen. Stetigkeit. 23 

definirte Function ^ eine algebraische Function. Die rationalen Functionen 
sind also ein besonderer Fall der algebraischen Functionen. 

Alle nicht algebraischen Functionen heissen transcendente Func- 
tionen. Es sind das also von den durch arithmetische Ausdrucke gegebenen 
Functionen zunächst die Potenz mit irrationalem Exponenten, dann die 
Exponentialfunctionen, deren Typus a-^^'^ ist und die Ereisfunctionen sin Xy 
cos X, tang x u. s. w.*); dann aber auch die ümkehrangen dieser Function, 
so der Logarithmus, arc sin x, arc cos ^, arc tang x u. s. w. 

Eine functionale Beziehung zwischen zwei yeränderlichen Grössen x 
und y kann auch mit Hülfe einer dritten Yariabeln, eines sogenannten 
Parameters, hergestellt werden. So können wir beispielsweise in der 
Meteorologie eine Beziehung zwischen den Curyen des registrirenden Baro- 
meters und des registrirenden Thermometers herstellen. Ist dann t die 
Zeit, so erscheinen der Luftdruck x und die Temperatur y wieder zunächst 
nach ihrer Abhängigkeit yon der Zeit dargestellt (eben durch die Curven 
der Begistrirstreifen) : 

Zq jedem bestimmten t gehört dann gleichzeitig immer ein bestimmtes x 
und ein bestimmtes ^, so dass also in der That auch wieder eine gegen- 
seitige Zuordnung der a?= mit den ys= Werthen stattfindet. Sind insbe- 
sondere f(t) und <p(0 einfache arithmetische Ausdrucke, so kann durch 
Elimination von t aus beiden gegebenen Gleichungen die functionale Be- 
ziehung zwischen x und y wieder durch eine Gleichung 

F(x,p)^0 
ausgedrückt werden. 

Eine Function f(x) einer reellen Veränderlichen kann auch auf ein 
bestimmtes Intervall (a, h) von x beschränkt sein. So ist die durch 

y=y(l — x)lx y) definirte zweiwerthige Function beschränkt auf das 

Intervall ( ^-^ l), ^^ nur für Werth -2-<:ic<:l Werthe der Function in 

dem Zahlengebiete, welches uns bis jetzt allein zur Verfügung steht, vor- 
handen sind. 

§6. 
Eine Function f(x) erscheint uns bisher noch als ein Aggregat, als 
eine Beihe von einzelnen Werthen. Wollen wir einen einheitlichen Zusammen- 
hang in diese Beihe bringen, derart, dass ein Werth der Function für ein 

*) In der Analysis ist die Veränderliche x unter den Zeichen der trigonometrischen 
Functionen natürlich nicht als benannte Zahl, also als Winkelgrösse, sondern als 
unbenannte reine Zahl (Masszahl eines Bozens für den Ereisradius 1) aufzufassen. 
Ist x" ein Winkel von x Secunden, so ist die zugehörige reine Zahl x 

X 



x = 



206 265 



24 



n. Capitel. 



bestimmtes x sich das den Wertheii der Function för dies x nach Torwarts 
und rückwärts benachbarten Werthen der Veränderlichen ergiebt, so müssen 
-wir nunmehr einen weiteren Begriff einfuhren. Dies ist der der Stetigkeit. 
Eine Function f(x) der reellen Veränderlichen x heisst bei 
einem einzelnen Werthe x = a stetig, wenn sich für jede noch 
•öo klein vorgegebene positive Grösse e eine andere positive 
Zahl 7]o so finden lässt, dass für alle Zahlen 



e 



f(a±rO-f(a) 
bleibt. 

Ob wir also in der Reihe der x von a aus vorwärts (d. h. in der 
Kichtung der wachsenden x) oder rückwärts (d. h. in der Bichtung der ab- 
nehmenden x) gehen, immer muss, wenn die Function stetig sein soll, 
der Unterschied der Functionswerthe für zwei benachbarte, d. h. beliebig 
wenig von einander verschiedene o;- Werthe, kleiner bleiben, als eine be- 
liebig kleine Grösse. 

Das Doppelzeichen + in der Definition für die Stetigkeit von f(x) ist 
von grösster Wichtigkeit. In älteren Werken, auch noch in solchen, 
welche innerhalb der letzten zwuizig Jahre erschienen oder neu aufgelegt 
sind, findet man es nicht, sondern einfach angegeben, dass für beliebig 
kleine Tj 

/•(« + >3)-/'(«)|<:e 



sein müsse, wenn f(x) für a; = a stetig sei. Dies ist aber offenbar nicht 
ausreichend, uns der Stetigkeit einer Function zu versichern, da wir auf 
Grund dieser Definition dahin kommen können, eine Function in einem 

Puncto als stetig an- 

^ ^^ — N. zusprechen, wo sie es 

t garnicht ist. In der 

beistehenden Figur 
ist eine Curve gezeich- 
net, deren Gleichung 




y = /*(«) 



Fig. 2. 



sei. Wir sehen, dass 
die Curve sowohl 
rechts wie links von 
der mittleren (ausgezogenen) Ordinate, die zur Abscisse x. gehört, ohne 
Unterbrechung verläuft und eine eindeutige Beziehung von y zu o; dar- 
stellt. Für die Abscisse x aber ergeben sich zwei Ordinaten, die um ein 
endliches Stück von einander verschieden sind. Die grössere sei y^, die 
kleinere y^ und 
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Wollten wir uun auf den ersten Theil des Curvenzuges (links) keine ßack- 
sicht nehmen, dso dem Werthe x den Werth y^ zuordnen, so haben wir 
allerdings nach der alteren ungenügenden Definition den Eindruck als sei 
/■(it) in X stetig, denn es bleibt in der That för ein beliebig kleines t) 

Aber die Function ist nicht stetig, denn es ist 



nicht kleiner als eine beliebig kleine Grösse, sondern nähert sich mit ab 
nehmendem y) immer mehr dem endlichen Werthe h. Ganz ebenso finden- 
wir, wenn Wir /"(a?) «» y^ setzen., zwar, 

aber für 

\f{x^y^)-f{x) 



wieder der Grßuzwerth h für abnehmende t). 

Aus der Definition der Stetigkeit einer Function f{ic) in einem Puncte x 
folgt sofort, dass zwei Werthe einer solchen Function, deren Argumente 
zwischen x — t) und a; + t) liegen, sich höchstens um 2 8 unterscheiden 
können. 

Nur eine andere Ausdrucksform ist es, wenn wir als Bedingung der 
Stetigkeit einer Function f{(c) in einem Puncte x die Forderung aufstellen, 
dass die Function in diesem Puncte sich sowohl als Grenzwerth von f{x + >)) 
wie von f{x -^ y]) für ein unendlich abnehmendes r\ darstellen müsse. Der 
Grenzwerth von fioo H- r;) für unendlich abnehmende t] wird vielfach durch 

bezeichnet, und analoge Bedeutung hat 

Mit diesen ersten Erörterungen über die Stetigkeit eine^r Function in 
einem Puncte x haben wir nun auch noch den Begriff der Umgebung 
eines Punctes gewonnen. Wir verstehen darunter ein beliebig kleines 
aber endliches Intervall zu beiden Seiten des Punctes, also in obigen Be- 
trachtungen das Intervall (a? — ^), a? + 7)). 

Wenn uns nun also eine Function f{x) vorgelegt wird, so wifd sich 
die Untersuchung zunächst darauf zu richten haben,, ob diese , Function 
überall in dem Iniervall, für welches sie gegeben, stetig Ist oder, nicht; die 
etwaigen Ausnähmen, Abweichungen von der Stetigkeit werden näher fest- 
zustellen und zu beschreiben sein; für eine Function endlich, die für den 
ganzen Bereich der reellen Veränderlichen gegeben ist, wird es sich dann 
noch um die Untersuchung ihres Verhaltens in der Nähe unendlich grosser 
Werthe von x handeln. 
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§7. 

Dieser Eintheilung unserer allgemeiDeii Untersuchung entsprechend, 
wollen wir nun zunächst einige Eigenschaften der Function x betrachten, 
welche sich auf deren Stetigkeit beziehen. Die Sätze, welche wir in diesem 
Paragraphen kennen lernen werden, rühren zum grösseren Theil von E. Heine 
und Herrn G. Cantor her. 

I. Ist eine Function f(x) der reellen Veränderlichen x im 
Puncte x = a stetig, so bilden für jede Zahlenreihe (a^, «2» ••• 
flr^, .. .), deren Zeichen a ist, auch die zugehörigen Functionsw er the 
fißi), fictc^t ..., fiP'r^') ••• eine Zahlenreihe, deren Zeichen /'(a) ist. 
Und umgekehrt, wenn für jede Zahlenreihe (oj, n^^ . .. , a^, . ..)? 
deren Zeichen a ist, die Werthe- /"(ai), •.., /"(ä^) ..^ eine Reihe 
mit dem Zeichen f{a) bilden, so ist die Function f{x) an der 
Stelle x=ia stetig. 

Zum Beweise bemerken wir, dass sich jede Zahlenreihe («i , . • . , ö^^, . . . )» 
deren Zeichen a ist, mit Hülfe einer Elementarreihe (tj^, ..., yj^, . ..) in 
der Form darstellen lässt (<* + tQi, ...,«+ ^n' ••• )• Ist nun f{x) im 
Puncte a stetig, so wird sich stets eine positive Grösse "% so bestimmen 
lassen, dass für ein beliebig gegebenes positives s, die Glieder y\^ der Elementar- 
reihe unter 7)q bleiben, der Art dass, von einem gewissen n ab, 

\fia±y\:)-m\ = \f{a:)-f{d)\<z 

bleibt. Da wir nun e beliebig klein annehmen können, so ist die Differenz 
das allgemeine Glied einer Elementarreihe 

deren Zeichen also Null ist. Andererseits ist das Zeichen dieser Beihe 
aber auch 

also in der That 

f(p) = (/*(«i), • • • » f(ßr^^ • • • ) • 

Ist nun umgekehrt diese Bedingung erfüllt, wonach also für jede Zahlen- 
reihe {ßi, ..., a^, ...)? ohne irgend eine Ausnahme, deren Zeichen a ist, 
die Differenzen 

eine Elementarreihe bilden, so muss die Function auch stetig sein an der 
Stelle x^^ a. 

Nehmen wir an, diese Stetigkeit finde nicht statt. Dann wird also, 
wenn wir e festhalten, wie klein auch tqq angenommen werde, im Puncte x = a 
niemals die Bedingung der Stetigkeit erfüllt sein, sondern es werden immer 
noch Werthe tq<t]o existiren, für die 

\f<ia±ri)-m\>t 

ausfällt. Dann sei für irgend einen Werth von tqq ein solches y\ (also -< t)o), 
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für das obige Differenz >> e ist, mit t)^ bezeichnet. Nehmen wir einen halb 
so grossen Werth von tjq, also -y tto an, so wird, wenn keine Stetigkeit statt- 
findet, sich sicher ein t) = rjg < -^ ttjq finden, so dass | f(a + 1^2) — f(ß) I > ® • 
Nehmen wir -j-tjq an Stelle von irj^, so wird es wieder einen Werth t) = 
^^"T"^ geben, der | /"(« + %) — /'(öf)|>>s macht u. s. w. Die Werthe 

^0» "ö~T^o» ^^09 • • • » — ""Toi • • • bilden nun aber eine Elementarreihe, üm- 

somehr bilden die kleineren Werthe %, %, ..., t]^, ... eine solche. Es 

würden also a-hr^i^ 05 -+- 7)2? • • • ? ^ + 'In' • • • ®^^® Zahlenreihe bilden mit 
dem Zeichen a, ohne dass 

wird. Dies ist aber doch gerade vorausgesetzt. Die Annahme, f(a) sei nicht 
stetig für ^ = a, verstösst aber gegen diese Voraussetzung und ist somit 
unrichtig gewesen. 

n. Eine stetige Function f(x) ist für jeden reellen Werth der 
Veränderlichen bekannt, wenn sie für jeden rationalen Werth 
derselben gegeben ist. 

Es sei a eine irrationale Zahl, gegeben durch eine Beihe a^, ..., 
a^, ...); femer seien &i, b^^ ... rationale Zahlen, so dass 

1 



K-^n 



n 



Demnach sind also die b^ von den gleichnamigen a^ nur um Glieder 
einer Elementarreihe verschieden. Somit ist auch 

a = (6i, O21 •••? ^n' •••)? 
und folglich auch 

/•(a) =(/•(&!), ...,/'(6J, ...). 

IIL Jede ganze Potenz o;", und somit auch jede ganze Function 
von x^ ist bei jedem einzelnen Werthe der reellen Veränderlichen 
stetig. 

In der That ist, wenn 

o = [Ct-^ , . . . , Uj^n • • • ) 

aoch 

_w • n n \ 

a — ^^«1 , . . . , ttjj., . . . ^, 

was nach dem Satze I die Bedingung für die Stetigkeit der Function x^ im 
Poncte x^=a ist. Um den Satz sofort auf die ganze Function ausdehnen 
zu können, welche also die Form hat 

f(x) = Wo -1- m^x H- • • • -h m^ic*. 
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haben wir nur noch zu zeigen, dass die Snmme zweier stetigen Functionen 
selbst eine stetige Function ist, woraus dann sofort zu schliessen ist, dass 
auch die Summe einer endlichen Anzahl stetiger Functionen immer eine 
stetige Function sein muas. In der That, sind h(x) und g(x) stetige 
Functionen, so wird es immer möglich sein, eine Grösse r^ so zu finden, 
dass ffir alle t)<:t)q 

1 



Ä(a? + Tj) — Ä(a?) 



1 



9(x ± ^) — 9(^) 



Y' 



wo 8 eine beliebig kleine positive Zahl ist. Dann ist aber auch 

|ä(ä;± n) +^(^ ±tt) --Ä(:») — p(ic) !<::€, 

oder wenn h(x) + g(x) = k{x) 

\Hx±yi)-k(T)\<z, 

also die Summe k(x) auch stetig. 

rV. Die Functionen e*, sin x, cos x sind stetig bei jedem ein- 
zelnen Werth a? = a. 

Ich gebe den Beweis für e" und überlasse es dem Leser, die beiden 
anderen Beweise zur üebung analog nachzubilden. Der Beweis ist erbracht, 
wenn wir zeigen, dass die einer Zahlenreihe (%, . . . , «„,•••) entsprechen- 
den Werthe e^\ e^, ..., e***», ... ebenfalls eine Zahlenreihe büden, ^^^en 
Zeichen e^ ist. Beides folgt aber sofort, wenn wir zeigen können, dass 

eine Elemontarreihe ist. In der That ist aber ^ — t^^ das Zeichen einer 
Zahlenreihe mit dem allgemeinen Gliede 

«-«« + 2!"" + Z\—^"'^ h\ ^"" 

das mit wachsenden n beliebig klein wird. 

* " 

§8. 

Wenn eine Function f{x) für sämmtliche Werthe von x in dem Inter- 
vall (a, 6), a<a?<&, also für jeden einzelnen dieser Werthe, die Grenzen 
a, h eingeschlossen, stetig ist, so heisst sie im Intervall stetig oder 
von a? = a bis a; = 6 stetig. 

Eine Function f{x) heisst gleichmässig stetig in einem Inter- 
valle (a, 6), wenn sich für jeden einzelnen Punct x des Intervalls eine 
und dieselbe positive Grösse tJq so annehmen lässt, dass für alle posi- 
tiven Werthe T)<r]Q 

bleibt. 
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V. Jede ganze Potenz a;** der Veränderlichen x ist zwischen 
irgend welchen gegebenen Grrössen gleichmässig stetig. 

Es bleibt nämlich 

jedenfalls immer imter dem Prodncte ans y) mit einer. in den gegebenen 
Grenzen fest angenommenen Grösse, nnd somit kann diese Differenz anch 
sicher für alle x durch denselben Werth von y] beliebig klein gemacht 
werden. 

Als Folgerung ergiebt.sich wieder, dass überhaupt jede ganze Function 
zwischen irgend welchen gegebenen Grössen gleichmässig stetig ist. 

VI. Eine in einem Intervalle (a, h) stetige Function einer 
reellen Veränderlichen ist auch immer in diesem Interyall 
gleichmässig stetig. 

Da die Function f{x) im Intervalle (a, h) stetig ist, so giebt es sicher, 
wenn 3 e eine beliebige positive Grösse ist, eine Zahl x in diesem Intervall 
so, dass von a?=3a bis zu ihr hin 

bleibt Einer von diesen 2;-Werthen ist der gröbste, der diese Bedingung 
znlässt und für ihn wird 

1/(0?) - /•(«)!== 3 e. 

Dieser a;- Werth sei x^. Ganz analog findet man einen grössten Werth x^^ 
der bewirkt, dass von x^ bis x^ 

\Kx)-f{x;)\&^z 

bleibt. In dieser Weise kann man fortfahren und Theilintervalle aneinander 
fügen, welche die Eigenschaft haben, dass in jedem derselben 

bleibt. Kommt man nach einer endlichen Anzahl solcher Opperationen zu 
dem Werthe «?„ = &, d. h. zu dem Intervalle {x^_^^ h)^ so dass von 
4; = Ä?„__j bis a? = & 

\f(x)-f(x,_^)\^U 

bleibt, so ist der Satz offenbar schon bewiesen. 

Bilden die Zahlen x^^ ..., a;^, ... aber keine Reihe von endlicher 
Oliederzahl, so constituiren sie doch immer eine Zahlreihe mit wachsenden 
Gliedern, deren Werthe jedoch stets kleiner als h sind. Und die Zahlen 
dieser Reihe haben die Eigenschaft, dass sie für jeden Werth von tq 

|/-K+i)-/'(a;«)! = 3. 

I 

machen. Das Zeichen der Reihe (iCi, . . . , a?^, . . . ) sei x. Ferner sei r^^ 
eine solche positive Zahl, dass 

• \f{x — r^) — fix)\<t, 
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für jedes iq<t)q. Zwischen die Zahlen x — yj und x mögen von obiger 
Zahlenreihe die Glieder x^^ ^n + i' *'* ^^^^^^9 ^^ ^^^ ^^o 



|r(a:„+;,)-/'(arJ|<2e 

wäre (§6, S. 25). Nach obigem soll aber der absolute Betrag dieser 

Differenz gleich 3c sein. Die Annahme, dass die Zahlen x^ nicht eine 

endliche Reihe bilden, ist somit unmöglich. Die Function f{x) ist gleich- 
massig stetig. 

Durch diesen Satz verliert der Begriff der gleichmässigen Stetigkeit 
natürlich seine Bedeutung nicht. Im Gegentheil wird man das Vorhanden- 
sein gleichmässiger Stetigkeit als Kriterium für die Stetigkeit überhaupt 
nunmehr anzusehen haben. 

§9. 

VII. Eine im Intervall (a, h) ohne Ausnahme, also auch an 
den Grenzen stetige und nicht constante Function besitzt in 
diesem Intervalle stets einen Punct x^ der auch mit a oder h 
zusammenfallen kann, in dem f{x) einen angebbaren algebraisch 
grössten Werth (also mit Berücksichtigung des Vorzeichens) annimmt 
und ebenso einen Punct, wo sie einen algebraisch kleinsten 
Werth annimmt. 

Es ist nur ein anderer Ausdruck, wenn wir sagten: Eine im Intervall 
(a, li) durchaus, d. h. auch an den Grenzpuncten a und h^ stetige Function 
erreicht in diesem Intervalle sowohl ihre obere Grenze G wie ihre untere 
Grenze ^r. Den Satz verdankt man Herrn W ei erstras s. 

Der Beweis wird ähnlich wie in § 1 dieses Capitels geführt. Doch 
können wir uns im Hinblick auf die dortige Auseinandersetzung hier etwas 
kürzer fassen. 

Wir zerlegen das Intervall (a, h) in n Theile von der Grösse e = • 

n 

Dann können zwei Fälle eintreten: Die Function f{x) erreicht an einem 

der Theilpunkte ihre obere Grenze G oder es ist mindestens für eines der 

Theilintervalle G obere Grenze der Function, d. h. in diesem Theilintervall 

bleibt 

wo ö eine beliebig kleine positive Grösse. Dieses Intervall sei (a:^, «v + i). 

Wir theileu dasselbe in neue Theilintervalle, deren jedes die Grösse — e 

habe. Entweder erreicht jetzt die Function in einem Theilpunkt den Werth G^, 
oder G ist wieder obere Grenze für eines der neuen Intervalle. Im letzteren 
Falle wiederholen wir die angezeigte Operation u. s. f. Auf diese Weise 
werden wir nun entweder durch einen endlichen Process zu einem Theil- 
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punkte kommen, in dem genau f{x) = 6, oder aber wir erhalten eine 
unbegrenzte Zahlenreilie 

deren Glieder ganz gewiss alle unter h bleiben, die also auch in unserem 
arithmetischen Sinne eine Zahlenreihe ist. Ihr Zeichen sei X. Der Werth 
der Function für dieses X ist f(jjc) und kann sich von 6r nicht unterscheiden. 
Denn die Function f{x) ist das Zeichen der Reihe 

/*W> /*(^v)» /'(^v'O. ••• 

Diese Functionen nähern sich aber unendlich dem Werthe 6r, von welchem 
sich daher der Werth f{x) nicht um eine endliche Grösse unterscheiden 
kann. Es ist daher 

fix) = G. 

Ganz analog zeigt man, dass es einen Werth x giebt, für den f{x) die 
untere Grenze g erreicht. 

§ 10. 

Vni. Besitzt eine im Intervall (a, h) stetige Function f{x) 
für zwei Stellen x = Xi^ x = X2 des Intervalles entgegengesetzte 
Vorzeichen, so verschwindet sie für einen zwischen Xi und x^ 
liegenden Werth von x. 

Es sei f(xi) > und X2 — ä^i = ö. Dann schalten wir zwischen x^ und 
Xi eine Zahlenreihe ein nach folgendem Gesetze 

1 ^ , 1 ^ _1_ 1 ^ 

^3 = ^2 9- ö, a?4 = ^3 ± X °' ^S == ^4 ± "q" 0, 



• . • 



2 ^f •*'4 — •*'3 -L. 4 '^ 9 «"'S — •«'4 -L. g 

— 4- 1 
^n + 1 ^nlt ^n — 1°5 

WO bei der Bildung von Xj^_^^ aus a?^ das positive oder das negative Vor- 
zeichen zu nehmen ist, je nachdem f(Xj^ > oder f(Xj) < war. Sollte 
sich für irgend einen Werth von k 

ergeben, so ist der Satz schon bewiesen. Von diesem einfachsten Falle sei 
indessen abgesehen. 

Jedenfalls bilden also die Zahlen Xj^ eine Zahlenreihe, da selbst in dem 
ungünstigsten Falle, wenn alle f(Xj^)>0 sind, dennoch 

I ^«4-v ^n 

mit wachsendem n beliebig klein wird. Das Zeichen dieser Beihe sei x. 
Es ist dann f(x) = 0. 
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Angen0mmeD, dies finde sieht statt; dann hsit f(x) einen bestimmten 
Werth, der 4e heisse. Da die Function stetig ist, so giebt es eine positive 
Grösse t)q, so dass für tj <: tjq 

\ » m 

/■(«±l)-/"(a')<e. 
Dann nehmen wir . so gross, dass 



^ — ^n <%^ h^ — ^n + r <^0 • •• ^ — «„4.vi<^ 



'n + v 



in Folge welcher Ungleichungen auch die anderen bestehen 

f(x) — /*(«„)•< e» • • • V /(«) — /*(«n + v) < S- 

Dann ist aber die Differenz 

Nehmen wir nun v so gross, dass f(x^) und f(x^,^) entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, so mnss offenbar f(x^ selber kleiner als 2s sein, mithin 
würde /'(a?)<3e, während es doch gleich 4e sein soll. 

Sollte aber, wie gross man auch für einen bestimmten Werth n die 
Zahl V annehmen möge, f{x^_^^ immer dasselbe Vorzeichen wie f{x^ be- 
halten, so sei x^ diejenige Zahl der Reihe a?^, x^j^^^ ..., von der an die 
Vorzeichen der Function f{x) nicht mehr wechseln, so dass also f{x^^ 
/(^ix+i)? ••• gleiche Vorzeichen haben. Da nun f{x-^ und f{x^ entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, so muss ]x wenigstens 2 sein. Sicher haben 
immer f{x^ _ ^ und f{x^ ungleiche Vorzeichen. Ist nun a die positive oder 
negative Einheit, je nachdem /'(a; i)>0 oder f{x^_^<:zO wird, so wird 
also 



y- 



X, 



= ^uL_i — a5- 2 **,... 



[A + 2 '^v- 



und somit 




2^ 

Mit wachsendem v sinkt hier die rechte Seite unter jeden Grad der Klein- 
heit herab, so dass das Zahlzeichen X der oben gebildeten Zahlenreihe 
gerade x„_^ wäre. Es würde das allgemeine Glied jener Zahlenreihe sich 
also a; 1 beliebig nähern, und die ganz bestimmte Zahl f(x ^^) hätte das 
Vorzeichen von a?, während f(x^) etwa das entgegengesetzte hätte. Das 
ist aber nicht möglich, weil die Function dann nicht stetig wäre. 

§ 11- 

IX. Eine Function, die von x = a bis x = b so beschaffen ist, 
dass zwischen je zwei Zahlen Xi, x^^ wie nahe sie auch einander 
sein mögen, noch andere liegen, für die fXx) verschiedene Vor- 
zeichen annimmt, ist unstetig. . . 
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Denn wäre f{x) stetig, so sei sie, für a? = £, /*(£)« 2c. Esgiebtdann 
wieder ein y]o, so dass 

Zwischen a? = 5 und a; = ? + r)o ändert f^x) das Zeichen, muss demnach 
dazwischen far ein x = i-^ri verschwinden, so dass also dann /*($) sich von 
Null höchstens um e unterscheiden, also nicht, wie vorausgesetzt, gleich 2 s 
sein könnte. 

§ 12. 

X. Wenn die von x=^a bis x^=h stetige Function /"(a?) in 
diesem Intervall, die Grenzen eingeschlossen, niemals negativ, 
aber zwischen diesen Grenzen kleiner als jede angebbare Grösse 
wird, so erreicht sie auch den Werth Null. 

Der Satz ist in dieser Fassung von Heine aufgestellt worden.*) Er 
ist offenbar ein besonderer Fall des oben bewiesenen Weierstrass'schen 
Satzes, dass eine stetige Function f{x) ihre untere Grenze g auch wirklich 
einmal erreicht. Der Heine'sche Beweisgang, der dem iu Satz VJLU ge- 
brauchten sich nähert, erscheint aber Wissens werth genug, um hier repro- 
ducirt zu werden. 

Es besitzt f{x) im Intervall (a, h) für jeden Werth von x einen völlig 
bestimmten Werth und kann mithin für jeden in diesem Intervalle liegen- 
den Werth X nur dann kleiner als jede angebbare Grösse Wenden, wenn es 
far dieses x verschwindet. Wenn nun x-^^ und x^ zwei Zahlen sind der Art, 
dass zwischen ihnen andere liegen, für die f{x) beliebig klein wird, so 
bilden wir wieder neue Zahlen 0^3, x^^ ... nach der Becursionsformol 



1 
x^ 

2 



n + l ^ni «n + l °9 



WO Über die Anwendung des Zeichens 4- oder — noch Entscheidung ge- 
troffen werden soll. Es könnte nun zunächst wieder eine dieser Zahlen x^ 
so beschaffen sein, dass f(xj) beliebig klein wird. Dann würde nach obigem 
die Function an der Stelle x^=^Xj^ auch verschwinden, und der Satz wäre 
bewiesen. Es muss aber auch noch der Beweis erbracht werden für den 
Fall, dass die Function an keiner der Stellen x^ verschwindet, wie viele 
dieser Zahlet! man auch bilden möge. 

Die Zahlen, für welche f(x) verschwiüdet, sind nun entweder alle 
grösser als x^^ oder alle kleiner, oder theils grösser, theils kleiner. Im 
ersten Falle bilden wir x^ aus x^ durch obige Formel mit Anwendung des 
positiven Zeichens, im zweiten Falle mit Hülfe des negativen Zeichens und 
im dritten, wie wir willkürlich festsetzen wollen, wieder durch Anwendung 
des positiven Vorzeichens. Analog bilden wir x^ aus x^ u. s. w. Es 



*) Crelle's Journal, Band 74. 
Gravelius, Differentialrechnung. 3 
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entsteht dann in jedem Falle eine Zahlenreihe x^^ x^^ ..., deren Zeichen 
X sei. Es ist dann f(X) = 0. 

Wäre es nicht Null, dann möge sein Werth 3e sein. Dann lässt sich 
wieder eine positive Zahl 7)^ so finden, dass for alle iQ < tjq 



Nun nehmen wir n so gross, dass 



Sind dann x^y ^« + v Werthe, zwischen denen Zahlen x liegen, für die f(x) 
heliehig Idein, etwa kleiner als e wird, so kann /*(X), welches sich von 
allen Werthen f(x)y in denen Z— 7]Q<a7<X-f-r)Q, um weniger als e 
unterscheidet, höchstens 2 e und nicht 3 e sein, wie es nach Annahme sollte. 

Würde es aber keine Zahl v geben, so würden also von x^ an sich 
immer grössere oder kleinere Werthe a?^^i, ... ergeben. Dann sei Xj^ die 
letzte dieser Zahlen, welche einen kleineren oder grösseren Werth als die 
vorhergehende besitzt; a?;^^.!, ^jb + 2' ••• ^^^^ ^*°^ sämmtlich grösser oder 
kleiner als Xj^ und bilden eine wachsende oder abnehmende Eeihe von 
Gliedern, die aber immer unter oder über «;t_i bleiben. Durch dieselbe 
Betrachtung wie in Satz Vin findet man, dass das Zeichen dieser Zahlen- 
reihe X = Xj^_^ ist. Während nun f(^X)^=f(Xj^_^) nach Voraussetzung 
den Werth 3 e haben soll, muss doch auch nach den Ergebnissen, zu denen 
wir gelangt sind, für Werthe von a?, die beliebig nahe an Xj^_^ liegen, 
nämlich zwischen X=Xj^_^ und X = x^y wie gross man auch x^ nehmen 
möge, f{x) beliebig klein werden. Dies ist aber offenbar nicht möglich, 
da f{x) stetig sein soll im Intervalle (a, 6), also auch in dem Puncte 
x=X innerhalb dieses Intervalls. Es kann daher nicht sein /'(Z) = 3e, 
sondern es ist f(X) = 0. 

Nachdem dieser Satz bewiesen ist, kann der Weierstrass'sche Satz, dass 
eine im Intervall (a, 6) stetige, nicht constante Function in diesem Inter- 
vall einen grössten und einen kleinsten Werth erreicht, als Folgerung 
leicht erschlossen werden. Als eine Folgerung des jetzt bewiesenen ergiebt 
sich auch der Satz: 

Xa. Wenn eine im Intervall (a, h) stetige Function f(x) Werthe an- 
nimmt, die numerisch dem Werthe A beliebig nahe kommen, so erreicht 
die Function in diesem Intervall den Werth Ä auch wirklich. 

Denn die Function f(x) — A wird in diesem Intervall Werthe annehmen, 
die unter jede angebbare Grösse herabsinken, und daher wird f(x) — ui im 
Intervalle (a, h) auch den Werth Null wirklich erreichen. 

XI. Wenn die im Intervalle (a, 6) stetige Function f(x) für 
jeden einzelnen Werth, der zwischen a .und einem beliebigen 
reellen Werthe Xliegt, a<c:X<fe, wie nahe man auchXkommt, 
nicht positiv, über X hinaus aber positiv wird, so ist /*(X)=sO. 
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Es sei (^4, 27), . . ., d?^, . ..) eine Zahlenreihe, deren Zeichen X ist, 
and deren Glieder sämmtlich kleiner als X bleiben. Dann wird 

ax)^{nx,),nx,), ..,,nxj, ...) 

nicht positiv; negativ kann es wegen der Stetigkeit von f(x) nicht sein, 
weil es dann einen bestimmt angebbaren, von Null verschiedenen negativen 
Werth haben würde , während f(x) selber für den kleinsten Werth x'>^ X 
nach Voraussetzung positiv ist. Es ist daher nicht anders möglich, als dass 
fix) = ist. 

§ 13. 

HL Wenn die im Intervalle (a, b) stetige Function f^x) 
an der Stelle x = m den Werth M^ an der Stelle x^=n den 
Werth N hat und M^N, so erlangt die Function für eine oder 
mehrere Stellen zwischen m und n auch jeden beliebigen Werth 
P, der zwischen M und N liegt. 

Zum Beweise betrachte man die Function /'(^r) — P, die für x=im und 
x = n der Voraussetzung gemäss Werthe von entgegengesetzten Vorzeichen 
annehmen muss, und daher sicher innerhalb des Intervalls (m, n) einmal 
verschwindet. 

Als Folgerung schliesst sich hier der fernere Satz an: Eine im Inter- 
vall (a, h) stetige Function nimmt innerhalb dieses Intervalls wenigstens 
einmal jeden beliebigen Werth zwischen ihrer oberen und ihrer unteren 
Grenze an. 

§ 14. 

Xin. Wenn die im Intervalle (a, 6) wo a<:6 sei, stetige Func- 
tion f{x) in der Umgebung des Punctes a (also in einem Inter- 
valle [a, a + d], wo S eine beliebige kleine Grösse bedeutet) den 
Constanten Werth G hat, so giebt es in diesem Intervall doch 
immer einen Punct X der Art, dass derselbe die untere Grenze 
eines Theilintervalls (X, X-f-ir)) bildet, wo tj positiv zu nehmen 
ist und in dem sich Werthe von x finden, für welche f{x) nicht 
gleich C ist. 

Die Werthe x des Intervalls (a, H) zerfallen in zwei Gruppen, deren 
eine der Bedingung genügt, dass für ihre Elemente f{x) ^= C, während für 
die Elemente der andern f{x) $ C, Da nun die x eine stetige Zahlenreihe 
bilden, so giebt es nach Capitel I, § 8 einen und nur einen Grenzpunct, der 
die genannte Zerfällung der Beihe in zwei Classen hervorbringt. Dieser 
Pnnct ist ofTenbar der Punct X In dem Intervall (a, X) hat die Function 
den Werth f{x) = C, und zwar offenbar auch für a; = X, denn sonst würde 
ja die Stelle x=^X nicht die Grenzstelle bilden können, in der die beiden 
Classen der o; -Werthe zerlegt sind. 

3* 
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Aus diesem Satze geht eine Eigenthümlichkeit hervor, welche eine imlnter- 
Tall (a, h) stetige Fanction f(x) haben kann, auf welche Herr Dini aufmerksam 
gemacht hat*) Wenn nämlich im Intervall (a, b) ein bestimmter Punct X 
von der Eigenschaft eiistirt, dass in einer beliebig kleinen Umgebung des- 
selben, also im Intervalle (X — c, X+e), oder auch im Intervalle (X, x-hri), 
so dass also X als Grenzpunct erscheint, die Function f{x) constant = C 
bleibt, dann giebt es immer in dem Intervall (a, b) ein ganz bestimmtes 
Theilintervall t, dem der Punct X angehört, und für dessen sämmtliche 
Puncto f(x) = 0, während mit beliebiger Annäherung an die Grenzpuncte 
dieses Theilintervalles Stellen x gefunden werden, in denen f{x)^C. Ein 
solches Intervall t wollen wir ein stationäres nennen.**) Die Grenz- 
stellen eines solchen Intervall es mögen einfach stationäre Puncto heissen, 
dieselben sind dann also immer paarweise vorhanden. Entweder liegt das 
Intervall t ganz im Innern yon (a, b)^ dann sind seine Grenzpuncte S^, ^2 
die stationären Puncto, oder es beginnt ein solches Intervall mit einer der 
Stellen a oder 6, dann sind a, S bezw. t), b die stationären Puncto.***) 

Eine von x=:a bis x^=b stetige Function kann also stationäre Inter- 
valle aufweisen; dieselben sind im Allgemeinen in endlicher Anzahl vor- 
handen. Doch lassen sich auch Functionen mit unendlich vielen stationären 
Intervallen denken. 

Aber es ist auch leicht einzusehen, dass, wenn die im Intervall (a, b) 
stetige Function f{x) nicht durchaus constant ist in diesem Intervall, 
dieses sich immer auch so zerlegen lässt in Theilintervalle, dass keines der- 
selben ein stationäres ist. Und zwar ist eine solche Zerlegung auch dann 
möglich, wenn a und b stationäre Puncto sein sollten. 

§ 15. 

Es ist oben, § 10, gezeigt worden, dass eine im Intervall (a, b) stetige 
Function f(x) daselbst auch ihren Maximal- wie ihren Minimalwerth annimmt. 
Unter diesen ausgezeichneten Werthen von f{x) haben wir zu verstehen den 
grössten Werth, den die Function überhaupt in diesem Intervall annimmt, 
und analoges betr. des Minimums. Diese Werthe sind also das Maximum 
Maximorum bezw. das Minimum Minimorum der Function in diesem IntervaU. 



*) ü. Dini, fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali. Pisa 
1873. p. 54. 

**) Tratto di invariabüitä bei Dini; die Grenzpuncte eines solchen Intervalles 
nennt er punti limüi di invariabüitä. 

***) Der Leser wird bemerken, dass eine gewisse Willkürlichkeit darin liegt, gerade 
die Grenzpuncte eines stationären Intervalls als stationäre Puncte zu bezeichnen, da 
ja doch jeder Punct eines solchen Intervalles ein stationärer ist, insofern in ihm das 
Verhalten der Function stationär ist. Aber gerade deshalb, weil alle diese Puncte 
gleich sind in dem Verhalten zur Function, können wir zwei besondere herausgreifen, 
durch die wir das Intervall characterisireh ; dazu bieten sich am zweckmässigsten die 
Grenzpuncte dar. 
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Denn wir sagen überhaupt, eine Function f(x) sei an der Stelle x = Xq ein 
Maximum oder ein Minimum, wenn sie daselbst grösser oder kleiner ist als 
alle Werthe, welche die Function in hinreichend kleiner Umgebung des 
PuDctes x^=Xq annimmt. Man sagt auch, eine Function sei in einem 
stationären Intervall Maximum oder Minimum, wenn ihr Werth in diesem 
Intervall grösser oder kleiner ist als jeder Werth, den sie in der Nähe 
beider oder eines der stationären Grenzpuncte annimmt, jenachdem diese 
Puncto alle beide oder nur einer von ihnen dem Intervall angehört, in dem 
die Function stetig ist. 

Ein Maximum und ein Minimum können sonach sehr wohl algebraisch 
gleich sein, ausgenommen natürlich das grösste Maximum und das kleinste 
Minimum. Wenn also ein Maximum einem Minimum gleich ist, so sind 
beide nothwendig durch andere Maxima und Minima getrennt. Und wenn 
eine Function in zwei Puncten oder stationären Intervallen, die nicht Theile 
eines und desselben stationären Intervalls sind, Maximalwerthe annimmt, so 
muss zwischen diesen Stellen oder Intervallen mindestens eine Stelle oder 
ein Intervall liegen, wo die Function einen Minimalwerth annimmt, der al- 
gebraisch kleiner ist, als jedes jener Maxima. 

Wenn wir uns also den ganzen Verlauf einer im Intervalle (a, h) 
stetigen Function f(x) vorstellen, so finden wir, dass zwei beliebige Maxima 
oder Minima stets durch eine Anzahl anderer Maxima und Minima getrennt 
sind. Von einem Maximum bis zum benachbarten Minimum bewegt sich 
der Werth der Function im Allgemeinen abnehmend, d. h. es können 
bei dieser Bewegung auch stationäre Intervalle durchlaufen werden. Ent- 
sprechend ist es zu verstehen, wenn wir sagen, dass von einem Minimum 
bis zum benachbarten Maximum der Functionswerth sich im Allgemeinen 
zunehmend bewege. Diese Werthänderung der Function von einem Maxi- 
mum zum nächsten Minimum (bezw. umgekehrt) wollen wir als Schwan- 
kung bezeichnen und als deren Amplitude die Differenz beider ausgezeich- 
neten Werthe. Als Schwankung einer stetigen Function f{x) im 
Intervalle (a, b) bezeichnen wir dann die Differenz zwischen dem 
Maximum Maximorum und Minimum Minimorum in diesem Intervall. 

Wenn also die Function f(x) im Puncto x = X ein Maximum oder 
Minimum ist, so wird sie folgendes Verhalten zu den Nachbarwerthen 
zeigen. Es lässt sich dann um die Stelle x = X stets eine beliebig kleine 
Umgebung (X — t)i, X+rja) so abgrenzen, dass für jedes innerhalb dieses 
Intervalls liegende Xith man hat 



fiX±h)-- f(X) > far ein Minimum 
/•(Xzfc Ä) — /"(Z) < für ein Maximum. 

Für ein einzelnes h können diese Differenzen auch in beiden Fällen ver- 
schwinden; niemals aber können sie, wenn f{X) ein ausgezeichneter Werth 
ist, far das ganze Intervall Null sein. Der Punct X kann auch einem 
stationären Intervall x angehören; dann ist die Umgebung von X so zu 
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wählen, das» sie entweder einen oder beide Grenzpunkte des Intervalls t 
enthält, jenachdem einer oder beide dieser Puncte in dem Intervall (a, b) 
liegen, in dem f(x) stetig ist. und wenn f{x) kein Maximum oder Mini- 
mum ist, so kann keine noch so kleine Umgebung von X angenommen 
werden, in der /"(X -h y)) — /"(X) und f(X—ri) — f(X) da, wo sie nicht 
etwa verschwinden, von gleichem Zeichen wären. 

Wenn das Intervall (Z — r)i, X-MQg) so beschaffen ist, dass die Diffe- 
renz f(Xztri) — f(X) in diesem Intervalle, so klein es auch genommen 
werden möge, ihr Zeichen mit abnehmendem r\ noch ändert, so werden nach 
obigem in diesem Intervall noch immer Maxima und Minima vorhanden sein. 
Und wenn das Intervall (a, &), in dem die Function f(x) stetig ist, sich 
aus lauter solchen beliebig kleinen Intervallen (die indessen von stationären 
Intervallen unterbrochen sein können) zusammensetzt, so wird die Function 
f(x) im Intervalle (a, h) unendlich viele Maxima und Minima aufweisen 
oder in diesem Intervall unendlich oft schwanken. Stetige Functionen dieser 
Art sind in ausgedehntem Maasse zuerst von Hankel*). namentlich aber 
von Dini**) betrachtet worden. Wir werden uns eingehender mit denselben 
im zweiten Bande dieses Werkes zu befassen haben. 

Nachdem wir die Möglichkeit unendlich oft schwankender Functionen 
erkannt haben, bietet sich uns eine Eintheilung der in einem gegebenen 
Intervall stetigen Functionen in zwei Olassen dar, nämlich in Functionen, 
die in diesem Intervall eine endliche Anzahl Maxima und Minima 
besitzen, also nur eine endliche An zahl Seh wankungen ausführen, 
und in Functionen, welche in diesem Intervall unendlich viele 
Maxima und Minima besitzen oder unendlich oft schwanken. 
Für die erste Classe von Functionen finden die ausgezeichneten Werthe stets 
nur in wohl bestimmten discreten Puncten bezw. stationären Intervallen statt, 
während bei der zweiten Classe es auch vorkommen kann, dass unendlich 
viele Maxima und Minima sich auf die Umgebungen einer endlichen Anzahl 
von Stellen des Intervalls zusammendrängen, während die Function in den 
übrigen Theilen ihres Stetigkeitsintervalles nur eine endliche Anzahl aus- 
gezeichneter Werthe besitzt. So möge hier nur als Eepräsentant der zweiten 

Classe die Function x sin — aufgeführt sein, die in der Umgebung der Stelle 

X 

x= unendlich oft schwankt. 

In allen Fällen lässt sich aber zeigen, dass, wenn eine in einem 
gegebenen Intervall stetige Function unendlich viele Maxima und 
Minima hat, die Anzahl von Schwankungen, deren Amplitude 
grösser ist als eine beliebig kleine aber endliche Zahl C, stets 
endlich ist und nur dann unendlich wird, wenn C unendlich 
klein wird. 



*) Tübinger Universitätsschriften 1870. 
**) Dini 1. c. p. 59 seqq. 
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In der That können wir das Intervall (a, b) wie folgt zerlegen 

(a, a + 6) (a -H S, a + 28) . . . (a -4- w8, fe), 

wo jedes Theilinteryall von der Grösse 6 ist, mit Annahme des letzteren, 
welches auch kleiner als o sein kann. Und in jedem Intervalle mögen die 
Schwankungen der Function f(x) kleiner sein als die beliebig kleine endliche 
Grösse C. Wir können also nur dann Schwankungen grösser als C antreffen, 
wenn wir etwa mehrere dieser Theilintervalle zusammenlegen. So wird es 
denn im günstigsten Falle möglich sein, dass eine Schwankung grösser als C 
vorkomme zwischen a und a-h2ö, eine weitere zwischen a und a-i-36, 
femer zwischen a + 2$ und a -h 48 u. s. w., endlich eine letzte Schwankung 
grösser als C zwischen a -h (n — 1) 8 und h. Das würden im Ganzen dann 
nur n Schwankungen dieser Art sein, welche die Function im Intervall (a, h) 
macht, also immer eine endliche Zahl. - Nur wenn C unbegrenzt klein wird, 
dann wird das Intervall (a, h) auch in eine Reihe von Theilintervallen 
zerlegt werden müssen, deren Anzahl über alle Grenzen wächst; damit wächst 
dann aber auch zugleich die Anzahl der Schwankungen, deren Amplitude 
die Grösse C überschreitet, über alle Grenzen. 

§ 16. 

Wir haben bereits oben (§ 10) gezeigt, dass eine endliche Summe 
stetiger Functionen ebenfalls stetig ist. Damit war zugleich auch die Stetig- 
keit einer Differenz zweier stetiger Functionen nachgewiesen. Wir zeigen 
nun, dass gleiches auch gilt für das Product zunächst zweier stetiger 
Functionen. In der That ist f(x) = g{x)'h(jx)^ so ist 

f(x ± >)) — f(x) = ^(a; ifc T)) . Ä(a? =fc 7]) — g(x) • h(x) 
= (g{x±ri)—g (o?)) h(x±ri) -f- (h(x±r^ — h (ä:)) g (x) . 

Wird nun ri so genommen, dass 

\g(iß±^)—g(x) |<s, \h(x±ri) — h(x)\ <:e, 
80 ist 

\f{x±ri)'-f(x)\<:^\h(x±yi)-\'g(x)\. 



Da nun aber g(x) und h(x) an der Stelle x stetig sind, also in der Um- 
gebung dieser Stelle bestimmte obere Grenzen besitzen, so kann durch 
geeignete Werthe von & und daraus folgender Annahme von t) der Werth 
rechts stets kleiner gemacht werden, als eine beliebig kleine Zahl e', sodass 
also 

f(x±ri)^f(x)\<t\ 



also f(x) stetig sich ergiebt. Der Satz lässt sich wieder ausdehnen auf ein 
Product, das aus einer endlichen Anzahl stetiger Functionen als Factoren 

besteht. 



40 n. Capitel. 

Aach der Quotient zweier stetiger Functionen ist mit Ausnahme der 
Stellen, an denen die Nennerfunction verschwindet, eine stetige Function. Wenn 

so ist 



f(x±ri)^f(x)\ = 



g(x±ri) g(x) 



Ä (x dr tq) h (x) 

(g(x±ri) — g (xj^ .h(x)-'(h{x±ri)^h (a;)) • g (x) 

h(xd=ri)'h (x) 

Der Nenner dieses Ausdrucks hleibt endlich und der Zähler kann beliebig 

klein gemacht werden, wie eine der obigen analoge Betrachtung zeigt. Es 

ist also auch in diesem Falle, wenn e' eine beliebig kleine positive Grösse 

bedeutet 

\f(x±r^)-'f(x)\<ce\ 

also f(x) an der Stelle x stetig. 

Ist überhaupt y=:(f(x) eine stetige Function von a;, so ist auch 

x=^ f(y):=f(^{xj\ eine stetige Function von x^ wenn f(y) eine stetige 

Function von y bedeutet. 

In der That, wenn <^{x) eine. stetige Function von x ist, so giebt es 
immer ein r|Q so, dass für alle t) < t)q 

|(?(a;ifcT)) — (p(Ä;)|<:e, 

oder mit anderen Worten 

|cp(a;±iq)|<:|<p(a?)!4-e, 

wo e eine beliebig kleine Grösse ist 

I 9 (ic db tq) I < ^ -h e . 

Wegen der Stetigkeit von y muss nun e immer so ausfallen, dass 

|/'(^±£).-^0/)|<:e', 

wo e' ebenfalls eine beliebig kleine Grösse bedeutet. Durch eine geeignete 
Wahl von tqo läsßt sich aber immer ein Werth e finden, wie er hier verlangt 
ist; und eine solche Wahl von tj^ ist auch immer möglich wegen der 
Stetigkeit von ^=9(3?). 

§ 17. 

Die Betrachtung des Quotienten zweier stetiger Functionen führt uns 
zu derjenigen von Stellen, an denen eine Function aufhört, stetig zu sein. 

In der That wird an einer Stelle x^=Xq^ für welche h{x) verschwindet, 
die Function f(x) = g(x):h(x) entweder bestimmt unendlich werden, also 
unstetig, oder sie wird dort unbestimmt Denn an einer solchen Stelle ist 
offenbar die Bedingung der Stetigkeit für f{x) nicht mehr erfüllt. 
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Stellen, für welche f{x) der Stetigkeitsbedingung nicht genügt, heissen 
Unstetigkeitsstellen oder singulare Stellen. Dieselben zerfallen in 
zwei Hauptclassen, deren eine wir gleich an der Function g{x) : h{x) kennen 
lernen. Ist hier h(jc) eine ganze rationale Function nten Grades, so wollen 
wir annehmen, der Werth x^=Xq sei eine [a- fache Wurzel der Gleichung 

Ä(a;) = 0. 
so dass also 

h {x) = (x — Xq)^ ' Ä(a?), 

wo k(x) eine ganze rationale Function (n — jjl)*«*^ Grades ist, die fär x=Xq 
Dicht Null wird. Dann wird aber offenbar 

(x —Xof . f(x) = 77 (a?) : k(x) 

eine Function sein, die im Puncto x = Xq stetig bleibt. 

Wir sagen, die Function f(x) besitze im Puncto x=^Xq eine aus ser- 
wesentlich singulare Stelle, wenn daselbst ihr Product mit einer end- 
lichen ganzen Potenz von (x — Xq) endlich auch stetig bleibt. Dagegen 
heisst eine singulare Stelle, an der dies nicht stattfindet, eine wesentlich 
singulare Stelle. 

Wir sagen, es werde — ^ — im Puncto x^=Xq von der ersten Ordnung 

und von der [Aten Ordnung unendlich. (Vgl. hierzu Cap. V.) 

(x — XqT 

An einer ausserwesentlich singulären Stelle wird die Function daher 
immer nur von einer endlichen Ordnung unendlich. Dagegen ist die 
Ordnung des Unendlichwerdens einer Functioii An einer wesentlich singulären 
Stelle nicht endlich. 

Eine ganze rationale Function hat immer nur eine singulare Stelle; 
dieselbe ist eine ausserwesentliche und liegt im Unendlichen. Der Grad des 
Unendlichwerdens der Function an dieser Stelle ist gleich dem Grade der 
Function. Eine gebrochene rationale Function hat stets nur eine endliche 
Anzahl sirigulärer Stellen, von denen eine auch die im Unendlichen sein 
kann. Näheres hierüber wird im VI. Capitel gesagt werden. 

An einer wesentlich singulären Stelle Xq kann die Function f(x) auch 
verschiedene Werthe annehmen, je nachdem man sich Xq von der einen oder 
der anderen Seite nähert. Es sei z. B. 

i 



*ii 



Setzt man hier x^=Xq-\- o und lässt 6 unendlich klein werden, so ergiebt 
sich als Werth von f{x) in x=^Xq der Grenzwerth e^ für lim 8 = 0, also 

1 
setzt man aber ä; = a?o — 8, so kommt f{x^) = lim c-» für lim 8 = 0, oder 

/•(^o) = 0. 
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Offenbar ist also f(jc) fax x = Xq nicht stetig und es giebt auch keine 

ganze Zahl |i so, dass (x — x^^f{x) für x = Xq stetig wäre. Diese Func- 

1 
tion 6*—^ gehört also zu denen, för die /*(a:o-hTj) von f(xQ — tj) for ver- 
schwindendes 7) verschieden ist nnd anf welche schon oben § 3 hingewiesen 
wnrde. Die Unstetigkeit einer Function f{x) im Puncto x^ kann auch der 
Art sein, dass f{xQ -f- tj) = f{xQ — tj) = Sl, aber verschieden von dem Werthe 
f{x^ selber ist. Dann könnte man die Stetigkeit der Function an der 
Stelle Xq offenbar dadurch wieder herstellen, dass man statt f{Xf^ den Werth 91 
als Functions werth an dieser Stelle nähme. Biemann nannte diesen Fall 
eine durch Abänderung des Functionswerthes an der Stelle Xq hebbare 
Unstetigkeit. (Werke, 2. Aufl. S. 21.) 

Es kann eine Function auch gänzlich unbestimmt werden an einer 

wesentlich singulären Stelle, so z. B. /'(a;) = sin an der Stelle Xq. 

X Xq 

Ist Xq eine Stelle im Innern des Stetigkeitsintervalls von f{x) und 
haben die Werthe der Function auf der einen Seite von Xq den Grenz- 
werth /'(o^o), dagegen auf der andern gar keinen bestimmten oder einen 
andern Grenzwerth als fix^^ so heisst die Function einseitig (rechts- oder 
linksseitig) stetig bezw. unstetig im Puncte Xq. Im letzteren Fall nennt 
Dini die Unstetigkeit eine solche erster Art; existirt aber kein Grenz- 
werth, so heisst die Unstetigkeit von der zweiten Art. Die durch Ab- 
änderung des Functionswerthes hebbaren Unstetigkeiten sind immer solche 
von der ersten Art auf beiden Seiten der Unstetigkeitsstelle. 

Die durch a: = oo oder besser durch — =0 bezeichnete Stelle kann 

X 

sowohl ausserwesentlich wie wesentlich singulare Stelle sein; die Function 
kann aber an ihr auch stetig sein. Das Verhalten einer Function f{x) 
an der Stelle x=^oo bedarf immer dann einer besonderen Untersuchung, 
wenn die Function nicht far ein bestimmtes Intervall, sondern für das ganze 
Gebiet der reellen Veränderlichen eine Beziehung darstellen soll. 

§ 18. 

Hankel hat in der oben citirten Schrift auf einige Besonderheiten hin- 
gewiesen, die beim Unstetigwerden einer Function auftreten können, die von 
so hoher Wichtigkeit für spätere Untersuchungen sind, dass wir sie hier am 
Schlüsse dieses Kapitels noch besprechen wollen. 

Hankel führte zunächst den Begriff der Stetigkeit einer Function 
in unmittelbarer Nähe einer Stelle x = Xq ein. Derselbe wird durch 
folgende Definition vermittelt. 

Kann das positive y) stets so klein angenommen werden, dass für jedes 
von verschiedene ö < y) 

\f(ixo±yi)-f(xo±d) 
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wo £ eine beliebig kleine Grösse ist und wo die gleichnamigen Vorzeichen 
immer zusammengehören, so sagt man: 

Die Function f{x) ist in unmittelbarer Nähe des Punctes x=^Xq 
auf der rechten bezw. auf der linken Seite stetig. 

Es kann dies, wie man sofort einsieht, stattfinden, ohne dass f{x) für 
x = Xq selber stetig sei, denn aus obiger Festsetzung folgt keineswegs, dass 
dieselbe auch für verschwindendes 8 gelte. Aber man darf diesen Satz 
nicht umkehren. Die Stetigkeit in einem Puncte zieht stets auch die Stetig- 
keit in der unmittelbaren Nähe des Punctes nach sich und zwar nach beiden 
Seiten hin. 

Es kann ferner eine Function f(x) in jedem dem Punkte x = Xq 
beliebig nahe kommenden Puncte x = XQ-ht stetig sein, ohne im 
Puncte x = Xq oder auch nur in dessen unmittelbarer Nähe stetig 
zu sein. 

Ein Beispiel bietet die schon oben erwähnte Function sin . Die- 

X ""~" Xq 

selbe ist in jedem Puncte Xq-^ti^ so klein wir t) auch nehmen, wenn es 
nur endlich ist, beiderseits stetig, im Puncte Xq aber nicht. Ihr Werth ist 
dort, wie schon gesagt, unbestimmt, sofern wir uns nur an die analytische 
Definition halten. Aber wenn wir auch den Werth dieser Function für 
x = Xq willkürlich annehmen, etwa gleich oder 1, so würde sie doch 
immer in diesem Puncte unstetig bleiben. Aber auch in unmittelbarer 
Nähe Yon x = Xq ist diese Function nicht stetig, denn man wird niemals 
ein 7) so finden können, dass 

" '^ ^ " ^ sin TT) sm 

för jedes nicht verschwindende 8<:Tf) kleiner als eine beliebig kleine 
Grösse e werden könnte, da diese Differenz fortwährend zwischen den 
Grenzen ± 1 hin- und herschwankt. Aber für jedes XQdbr^ ist die Function 
stetig, denn es lässt sich 

f(Xo±ri)^f(Xo±8) 

durch Annäherung des S an y) immer beliebig klein machen. 

Von einer solchen Function, die in jedem x = Xq beliebig nahe kommen- 
den Puncte stetig ist, ohne im Puncte x = Xq selber stetig zu sein, sagt 
Hankel, sie sei bis in unmittelbare Nähe von x — Xq stetig. 

Daraus folgt wieder nicht, dass sie auch in unmittelbarer Nähe von 
x = Xq stetig sei. Und umgekehrt: Es kann eine Function in einem Puncte 
und in unmittelbarer Nähe desselben stetig sein, ohne doch auch bis in 
unmittelbare Nähe dieses Punctes stetig zu sein. 

Die Bedeutung dieser dem Anfanger vielleicht allzu difficilen Unter- 
scheidungen wird im weiteren Verlaufe dieses Werkes, namentlich schon 
im n. Bande hervortreten. 
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Der Differentialqnotient. 

§ 1. 

Es sei gegeben eine im Intervall (a, b) durchaus stetige Function 
f{x) = y. Wir lassen nunmehr die Variabele übergehen aus dem Anfangs- 
werthe x zu einem neuen Werthe x' und bezeichnen den absoluten Betrag 
der Differenz x' — x oder die Zunahme, welche x erfahren hat, durch Aa?, 
wo das A also nur ein Zeichen sein soll, dass die Grösse ^x die Differenz 
zweier ic- Werthe ist, und wo man nicht etwa Aa? als ein Product aufzufassen 
hat. Der neue a?-Werth ist also auch darzustellen durch icdbAa?. Wenn 
nun die unabhängige Variabele einen Zuwachs ^x erfährt, so wird auch 
die abhängige y um eine Grösse zunehmen, die wir analog durch A^ be- 
zeichnen. Es ist dann also 

^y = f{x do dx) -- f{x)', 

und wir wollen je nachdem in f(x±:^x) das positive oder das negative 
Zeichen gilt, A^ als den vorwärts oder rückwärts genommenen Zuwachs der 
Function y=:f(^x) bezeichnen. 

Diese Aenderung einer Function wollen wir nun vergleichen mit der 
sie hervorbringenden Aenderung der unabhängigen Variabein; d. h. wir 
wollen jenen Zuwachs durch diesen messen. Dies geschieht, indem wir das 
Verhältniss beider Aenderungen bilden, also 

Ay ^ f(x±Ax) — f(x) 

'Ax ±Ax 

Es ist dies also der Quotient der Differenz zweier Functionswerthe durch 
die Differenz der Werthe der Veränderlichen, zu denen jene Functionswerthe 
gehören. Wir nennen ihn kurz den Differenzenquotienten von y nach x; und 
jenachdem das positive oder das negative Zeichen vor Are gilt, heisst er 
der vorwärts oder rückwärts genommene Differenzenquotient. Der Differenzen- 
quotient giebt uns ein Maass für die mittlere Grösse der Veränderung der 
Function in dem Intervalle (o?, iTM-Ao;), beziehungsweise (x — Aa?, x). Ist 
f(x) eine stetige Function von a?, so ist offenbar nach vorigem Capitel auch 
der Differenzenquotieut eine stetige Function von x für jeden endlichen 
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Werth von Are; er ist dann aber auch eine stetige Function von Aic, solange 
die Betrachtung auf endliche, wenn auch beliebige kleine Werthe von Aa? 
beschränkt bleibt. 

Wenn wir nun Aa; immer kleiner werden lassen, so wird der Differenzen- 
quotient uns die Veränderung der Function in einer immer kleineren Um- 
gebung des Punctes x vorstellen. Und wenn wir Aa? zuletzt unter jede an- 

Aw ^ 

gebbare Grösse hinabsinken lassen, so wird uns zuletzt ^— einen Grenz- 

werth liefern, der die Veränderung der Function an der Stelle x misst. 
Es wird also Aa? nun als das Zeichen einer Elementarreihe aufzufassen sein, 
üod wenn die Function, wie wir voraussetzten, im Intervalle (öt, h) durch- 
aus stetig ist, so wird auch i!iy = f(x ±: ^x) — f(x)^ eben nach dem Be- 
griffe der Stetigkeit einer Function an einer Stelle x, das Zeichen einer 
Elementarreihe sein. 

£s können nun zwei Fälle eintreten. Der Quotient 

^y ^ f(x±^x) — f(x) 
äkX ±^x 

kann mit unendlich abnehmendem ^x einem bestimmten Grenzwerth 

Av 

zustreben; oder es findet dies nicht statt, so dass also -r— an der Stellen; 
' ' Aa? 

unbestimmt bleibt. 

Im ersten Falle bieten sich wieder drei Möglichkeiten dar: der Grenz- 
werth kann Null, endlich oder bestimmt unendlich sein. 

Wenn die Null als Grenzwerth des Differenzenquotienten erscheint, 
80 können wir es mit Functionen zu thun haben, wie sie im § 15 des 
n. Capitels kurz besprochen wurden. Es wird dieses dann eintreten, wenn 
sich zu jeder noch so klein vorgegebenen Zahl s die Zahl Aa; immer so 
finden lässt, dass sowohl 



f{x -f- Aa;) — f(x) 
Aa; 



wie 



f(x-^x)^f(x) 

— Aa; 



stets kleiner als e bleiben. Dabei kann dann sowohl f(x + Aa;) — /*(a;), 
wie f(x — Aa;) — f(x) beliebig oft sein Zeichen wechseln, d. h. /*(a?dbAa;) 
bald grösser bald kleiner als f(x) sein. Also: Wenn Null der Grenzwerth 

Av 

des Differenzen quotienten -r^ ist, so kann die Function y in der Umgebung 

La X 

der Stelle x beliebig oft schwanken. 

Aber sie muss es nicht. Denn es ist sofort klar, und bedarf wohl 
keines besonderen Beweises, dass der Differenzenquotient für die Stelle x 
auch dann verschwindet, wenn dieselbe einem stationären Intervalle an- 
gehört, und überhaupt, wenn f(x) im ganzen Intervall (a, h) einen und 
denselben endlichen Werth hat, constänt ist in diesem Intervall, dann hat 
fiir jede Stelle des Intervalls auch der Differenzenquotient den Grenzwerth Null. 
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Soll der Grenzwerth von -r — endlich oder bestimmt unendlich sein, so 

ist dazu nothwendig, dass sowohl der vorwärts, wie der rückwärts genommene 
Differenzenqnotient in der Umgebung der Stelle niemals sein Zeichen wechsele. 
Da nun in 

f(x + ^x)'-f(x) 

üx 
wie in 

f(x^^x)-f(x) 

— Aa? 

der Nenner stets dasselbe Zeichen behält, so ist zur Erfüllung dieser 
Bedingung offenbar nothwendig, dass die Function f{x) in Bezug auf ihren 
Werth im Puncto x nur noch wächst oder abnimmt, oder mit anderen 
Worten, dass sie in der Umgebung von x keine Schwankungen mehr er- 
leidet. Aber vermöge dieser letzteren Bedingung lässt sich nur erkennen, 

Aic 

dass der Grenzwerth von -r— an der Stelle x ein bestimmter ist. Soll er 

auch ein endlicher sein, so muss, wenn 0^e<::l, 

f(x±^x)-'fCx) f(x±tAx)'-f(x) 
±äx ztsAa? 

sein, wo j eine Zahl bedeutet, die auch beliebig kleine Werthe annehmen 

kaun. Diese Bedingung ist nothwendig und hinreichend für die 

Existenz eines endlichen Grenzwerthes des Differenzenquotienten an der 

Stelle X. Wenn wir den Unterschied der zu den Werthen Ax und eAa? 

gehörigen Werthe des Differenzenquotienten als dessen Schwankung im 

Intervalle Ax bezeichnen, so besagt diese Bedingung also, dass, wenn ein 

A V 
endlicher Grenzwerth von ^— existirt, sich zu jeder noch so kleinen Zahl «r 

A V 
ein endliches Intervall Ax finden lässt, in dem die Schwankung von -x— 

kleiner als 9 bleibt. Das heisst aber nichts anderes, als dass der Diffe- 
renzenquotient einer stetigen Function in der Umgebung jeder Stelle, an 
der er einen endlichen Grenzwerth besitzt, eine stetige Function von Ax 
auch dann noch bleibt, wenn man Ax den Werth Null beilegt. 

Der Differenzenquotient einer Function hat also an einer Stelle x einen 
bestimmten endlichen oder unendlichen Grenzwerth, wenn er in einem beliebig 
kleinen, von dieser Stelle aus gemessenen Intervall Ax nur zunimmt oder 
nur abnimmt, also in diesem Intervall keine Maxima und Minima besitzt. 
Wenn aber der Differenzenquotient in jeder noch so kleinen Umgebung 
einer Stelle beliebig oft schwankt, so hat er an dieser Stelle keinen be- 
stimmten Grenzwerth. 
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Der Grenzwerth des Differenzenquotienten wird als Differential- 
qnotient bezeichnet, und so geschrieben 

äy ^ lim f{x±^x)--f{x) j 

dx Ax = o drAa; 

Der Differentialqnotient giebt also dass Maass für die Aenderong des Fanc- 
tioüswerthes an der Stelle x^ und es heisst wieder je nachdem das positive 
oder negative Zeichen in I. angewendet wird, vorwärts oder rückwärts 
genommener Differentialquotient. 

§2. 

Im vorigen Paragraphen ist dafür Sorge getragen worden, die dort 
auftretenden Eigenschaften des Differenzenquotienten so abzuleiten, dass ihre 
Gültigkeit sowohl für den vorwärts wie für den rückwärts genommenen klar 
wurde. In der Definitionsgleichung I. haben wir dann auch noch das 
Doppelzeichen ± beibehalten. Wir haben uns nun die Frage vorzulegen, 
welche Beziehangen bestehen zwischen den beiden Functionen 

lim f{x-^iix) — f{x) 
Aa; = o Aa; 

lim f{x — Lx)'-f{x) 
Aa?=o — Aa; 

In dieser Beziehung lässt sich nun folgendes beweisen. 

Wenn eine Function f{x) an der Stelle x nach vorwärts und rück- 
wärts stetig ist und sich in der Umgebung dieser Stelle stets ein Intervall 
Ax so annehmen lässt, dass die Unterschiede der Differenzenquotienten für 
jeden beliebigen Werth dieses Intervalls zwischen und ^x dem absoluten 
Betrage nach kleiner bleiben, als eine beliebig kleine Zahl s, so ist der 
vorwärts genommene Differentialquotient eine stetige Function von x und 
der rückwärts genommene mit ihm identisch. 

Die Umgebung des Punctes x sei das Intervall {x — 5, x + l)^ wo 6 
eine beliebig kleine aber endliche Zahl bedeutet. Bedeuten dann femer 
noch e, e' Zahlen, welche jeden Werth zwischen und 1 annehmen, so 
soll also sein 



f{x±^-^^x) — f(x±:l) /-(aJieS + e'Aa;) — /•(aJdbeÖ 



Lx e'A 



X 



<j. 



Der Differenzenquotient erscheint also als stetige Function von £ und Ao:, 
denn die letzte Ungleichung ist offenbar nichts anderes als die auf zwei 
Variabele 5 und Aa? erweiterte Bedingung der Stetigkeit, wie wir sie im 
n. Capitel für Functionen einer Veränderlichen aufgestellt haben. Bezeich- 
nen wir nun durch f,{x) den vorwärts genommenen Differentialquotienten 
an der Stelle a?, so kann Aa; immer so klein gewählt werden, dass 
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and ebenso haben wir auch 

r+ w ^ ± CT. 

und da der Differenzenqnotient sich als stetige Function von l^x erwiesen 
hatte, so ist er nach früherem auch gleichmässig stetig in Bezng auf diese 
Grösse; es ist also fiir ein gegebenes d derselbe Werth von ^x ausreichend, 
nm diese Bedingangen zu erfüllen. 

Es wird sich also auch die Differenz f^(xzti) — f\{^) von 

fix±l^ Aa?) — /"(ardz £) f{x±%'\- ^x)-'f{x±X) ^^ 
^x ^x "^ 

um weniger als 2 j unterscheiden, d. h. 

also f Ax) in der Umgebung von x stetig sein. 

Ist nun f'__(x) der rückwärts genommene Differentialquotient an der 
Stelle X, so wird er definirt durch die Gleichung 

;r_(^) __^._ + ,, 

wo 9' eine Zahl ist, die zugleich mit e verschwindet, während letzteres alle 
durch die Belation ^ e << 1 gegebenen Werthe annimmt. 
Es ergiebt sich aber nach obigem auch 

^/ / AN f(x)-f(x^^^x)_^ 

und diese Gleichung lässt nun erkennen, dass der Quotient 

f(X'-^^x) — f(x) _ fix) — f{x — ztix) 

— 'Z^X z tix 

einem festen Grenzwerth zustrebt, der identisch ist mit f'^(x). Es ist 
somit in der That 

Diese Gleichung gilt auch noch für solche Stellen x, an denen f^{x) positiv 
oder negativ ins Unbegrenzte wächst, wenn nur an diesen Stellen die 
Werthe f\{x 4- 0) und /"^(a? — 0) identisch sind. Denn, wachsen die Diffe- 
renzenquotienten 

/^(rp — ST) + e^ A a;) — f{x — £7]) f(x + sy) + e' Aa;) — f{x + eir)) 

e'Aa;. . ' e'Aa; 
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nach einem und demselben Werthe zu, wie auch t] and Ao; nach Null 
streben, so werden auch, wenn man in dem ersten dieser Ausdrücke st) 
= e'^x und im zweiten e = setzt, 



Jäx e'A 



X 



in gleichem Sinne bestimmt unendlich werden, wodurch die Behauptung 
erwiesen ist. 

§3. 

Der vorwärts oder rückwärts genommene Differentialquotient einer 

dy 
Function y = f{x) an der Stelle x wird also bezeichnet durch -r- oder auch 

dfix) 
, . Er heisst nach Lagrange auch die erste Derivirte oder nach 

d X 

Grelle die erste Ableitung von f{x) an dieser Stelle und wird dann durch 
fix) bezeichnet. Es sind also 

dy _äf(pcl_ 

nur verschiedene Bezeichnungsweisen für den Grenzwerth 

lim nx±z^x)-^f{x) 



Aa; = dbA 



X 



Erinnern wir uns der begrifflichen Herleitung des Differentialquotienten, 
so ist also dx das Zeichen einer Elementarreihe, welche aus den Werthen 
gebildet wird, welche das beliebig abnehmende A^ durchläuft; ^x ist als 
eine Differenz zweier o;- Werthe eingeführt worden, es kann das Symbol Aa: 
auch ausgesprochen werden: Differenz von x. Dem entsprechend bezeichnet 
man das Symbol dx als das Differential von x^ und dy als das Diffe- 
rential von f{x)'=y^ sodass der Name Differentialquotient nunmehr auch 
sprachlich erklärt ist. Auch dy ist das Zeichen einer Elementarreihe, näm- 
lich der Beihe 

f{x:hlix)--f{x), 

deren Glieder sämmtlich unter einer beliebig kleinen Grösse e bleiben. 

Man nennt das Differeniial der unabhängig Veränderlichen eine unend- 
lich kleine Grösse erster Ordnung. Ist der Differentialquotient einer 
Function y^==f{x) endlich, so ist offenbar auch dy eine unendlich kleine 
Grösse erster Ordnung und wir können daher statt 

dx ' ^ " 
auch symbolisch schreiben 

dy = f(x)* dx 

Gravelius, Differentialreclinung. 4 
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§4. 

Man hat früher geglaubt, dass jede in einem Intervalle (a, h) stetige 
Function an jeder Stelle dieses Intervalles auch einen bestimmten Differen- 
tialquotienten (endlich, null oder bestimmt unendlich) besitzen müsse, und 
zuweilen auch Beweise dafür gegeben, die indessen nur Scheinbeweise waren. 
Dass diese Annahme ein Irrthum ist, haben wir schon oben gesehen. Der 
Differentialquotient kann an allen Stellen des Intervalls, in dem eine Func- 
tion f(^x) stetig ist, unbestimmt werden, also überhaupt in diesem Intervall 
nicht exi stiren, wenn z.B. die Differenz /*(a? + Aa?) — f(x) in jedem noch 
so kleinen Intervall Olx ihr Zeichen noch wechselt, während der Quotient 

— — — r ^ nicht nach Null convergirt. Aus dem Begriff der Stetig- 
keit folgt also keineswegs die Existenz des Differentialquotienten. Biemann*) 
hatte schon auf durchaus stetige Functionen hingewiesen, die innerhalb 
eines beliebig kleinen Intervalls unendlich viele Stellen besitzen, an denen 
der vorwärts und der rückwärts genommene Differentialquotient unbestimmt 
werdeu. Herr Weierstrass hat das erste concreto Beispiel einer stetigen 
Function gegeben, die in keinem Puncto, weder vorwärts noch rückwärts 
einen bestimmten Werth des Differentialquotienten besitzt. Eine solche 
Function heisst dann nicht differentirbar. Wir werden diese Weier- 
strass'sche Function im YU. Capitel näher kennen lernen. Es sei noch ver- 
wiesen auf die Untersuchungen des Herrn Dini über diesen Gegenstand in 
seinem mehrfach genannten Werke. 

§5. 

Wir wenden uns zum Beweise eines Hauptsatzes aus der Theorie des 
Differentialquotienten. 

Es sei f(x) eine im Intervall (a, h) durchaus, also auch in 
a und &, endliche stetige Function von a?, welche in jedem Puncte 
dieses Intervalls (die Grenzen nicht nothwendig eingeschlossen) entweder 
einen bestimmten endlichen oder einen bestimmt unendlich 
werdenden Differentialquotienten besitzt. Dann kann dieser 
Differentialquotient nicht immer im Intervalle unendlich sein, 
auch nicht immer Null mit Ausnahme etwaiger stationärer Theil- 
intervalle; endlich kann er nicht immer nur die Werthe Null 
oder Unendlich besitzen. 

Wir betrachten für ein Theilintervall (w, n) von (a, h) die Function 



9(^) = /•(^) - f(m) - ^^ (f(m) - nn)) , 



X — m 
n — m 

welche für x = m und x = n verschwindet. Dabei wollen wir nichts darüber 
festsetzen, ob die Puncte w, n zum Intervalle (m, w) gerechnet werden sollen 



*) Gesammelte Werke. 2. Aufjg. 1892. p. 227. 



J 
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oder nicht. Die Function ^{x) wird nun offenbar im ganzen Intervall (w, n) 
«benso endlich und stetig sein, wie die Function fix)', und analog wird sich 
ihre Ableitung ^'(x) in diesem Intenralle ganz so verhalten ?n[e die Ableitung 
f{x\ also endlich und stetig sein, bezw. bestimmt unendlich werden. 

Da die Function 7 {x) nun an den Grenzen des Intervalls (m, >») gleiche 
Werthe, nämlich Null, annimmt, so wird (Cap. n. § 9.) im Innern des 
Intervalls jedenfalls eine Stelle x' existiren, an der 9(0;) ihren Maximal- 
bezw. Minimalwerth annimmt. Es wird in Folge dessen immer, sei nun ^{x) 
im Intervall immer Kuli oder nicht, wenigstens ein Werth x' im Innern 
des Intervalls (a, V) existiren der Art, dass man für ihn eine nicht ver- 
schwindende, positive Zahl e bestimmen kann, so dass für alle positiven 
^ <: e die Differenzen 

<P(ä;' -h h) — 9(a?'), 9(0/ — A) — 9(3;') 

wenn sie nicht verschwinden, immer ein bestimmtes Zeichen für alle 
Werthe h haben. Die Verhältnisse 

9 (a;' H- A) — 9 (gQ 9(a?' —h)^^(x') 
h ' —h 

werden daher, wenn sie nicht verschwinden, jedes ein bestimmtes Zeichen 
haben für alle Werthe von A, und das Zeichen des einen wird entgegen- 
gesetzt sein demjenige^ des andern; somit werden ihre Grenzwerthe für 
Ä = 0, sofern sie existiren, entweder Null oder von verschiedenen Vorzeichen 
sein müssen. 

Aber die Existenz und das Uebereinstimmen der Vorzeichen dieser 
Grenzwerthe ist ja angenommen worden. Denn es wurde ausdrücklich vor- 
ausgesetzt, dass die Function f(x) und somit auch 9(0;), in jedem Puncte 
im Innern des Intervalls (a, h) einen Differentialquotienten besitze, der ent- 
weder endlich und bestimmt ist, oder, wenn er unendlich wird, dies in be- 
stimmter Weise, also mit bestimmtem Vorzeichen, wird. Die Ableitung von 
9(«) und somit auch die von f(x)^ kann daher für den Werth x^ der Ver- 
änderlichen nicht unendlich werden und also auch nicht in allen Puncten 
4e8 Intervalls (a, b). 

Da dies nun also der Fall ist und die Ableitung von 9(3?) für x = x' 
auch bestimmt sein soll, so kann sie offenbar, mit Eücksicht auf das eben 
gewonnene Ergebniss, nur Null sein, so dass also für verschwindendes h 

9(5^±Ä)--jK52 _ 
±h 

sein muss. Dann ist aber 

^ m — n 

Wenn also eine Function f(x) in einem Intervalle (a, 6), mit eventueller 
alleiniger Annahme der Grenzpunkte derselben, einen endlichen bestimmtet} 

4* 
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Differentialquotienten besitzt, oder wenn dieser nur in bestimmter Weis» 
uneDdlich wird, so existirt immer ein Pnnct x' im Innern des Intervalls- 
(a, &), in dem der Differentialquotient einen endlichen Werth annimmt. 

Wenn also die Function /"(a?) nicht für alle Puncto des Intervalls den- 
selben Werth hat, so ist klar, dass der Werth von f{x) an der Stelle onT 
von Null verschieden sein muss. Sollten aber f{a) und /*(&) gleich sein, so 
können wir doch immer zwei Punkte m, n im Innern des Intervalls finden, 
so dass f{m)^f(n). Und wenn wir dann das neue Intervall (w, n) be- 
trachten, so wird die Function t'(x) an der diesem Intervall angehörenden 
Stelle x' sicher einen von Null verschiedenen Werth haben. Wenn also- 
f{x) zwischen a und & nicht stets denselben Werth hat, so lässt sich immer 
ein bestimmter Punct x' in (a, V) finden, in dem f (x) einen endlichen« 
und von Null verschiedenen Werth besitzt. 

Wenn wir beachten, dass jeder Werth der Veränderlichen zwischen den. 
Grenzen a und h in der Form darstellbar ist 

a;' = a4- e(^? — a), 

wo 6 ein positiver echter Bruch ist, so lässt sich unsere obige Gleichung 
jetzt auch so schreiben 

Dieser Satz geht auf Rolle zurück (1652 — 1719). Er ist von Ampere- 
benutzt worden bei dessen Bemühungen, die Existenz des Differential- 
quotienten einer stetigen Function nachzuweisen. Es ist klar, dass Ampere 
nicht zum Ziele gelangen konnte. Denn das zu Beweisende ist ja, wie aus 
den Entwicklungen dieses Paragraphen hervorgeht, gerade eine der Vor- 
aussetzungen für das Bestehen des Satzes. Als unmittelbare Folgerung aus 
dem hier bewiesenen Satze ergiebt sich noch, dass, wenn eine Function. 
f{x) den oben aufgestellten Bedingungen innerhalb des Intervalls genügt, 
aber an den Grenzpuncten a und h gleiche Werthe annimmt, es im Innern 
des Intervalls stets eine Stelle a?' = a + ö(ö — a) geben muss, an der die^ 
erste Ableitung f{x) verschwindet. 

Wir werden diese Bemerkung im § 8 sofort zur Ableitung eines all-^ 
gemeineren Satzes verwenden, gehen aber zunächst noch auf einige andere 
sich hier darbietende Betrachtungen ein. 

§6. 

Als weiteres Correlat zu dem Satze des vorigen Paragraphen ergiebt 
sich nun sofort der folgende Doppelsatz: 

Wenn die Function f{x) im ganzen Intervalle (a, &), also an jeder 
Stelle desselben, denselben Werth hat, so ist ihre erste Ableitung in diesem 
ganzen Intervall Null. Und umgekehrt, verschwindet die erste Ableitung 
einer Function für jede Stelle eines gegebenen Intervalls, so hat die Func-^ 
iion im ganzen Intervall einen und denselben Werth. 
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Id der That seien, um den ersten Theil des Satzes zu beweisen, x und 
^ + ^ zwei Werthe der Veränderlichen innerhalb des gegebenen Intervalls. 
Dann ist also, nach Voraussetzung, 

also auch 

xmd beim Uebergang zur Grenze 

und andererseits war, wenn a und h zwei beliebige Stellen in dem Inter- 
vall bedeuten, 

/•(a) — /*(6)=:(a-6)./*'(a^-Ö(6 — a)), 0<:e<l. 

Ist nun die erste Ableitung an jeder Stelle des Interralls Null, so ver- 
schwindet also stets die rechte Seite dieser Gleichung (d. h. für jeden 
möglichen Werth von 6), und wir haben somit 

d. h. die Function hat an zwei beliebigen Stellen denselben Werth. 

Hieraus erkennen wir ferner, dass zwei Functionen, die sich in jedem 
Puncto eines Intervalls nur um eine Gonstante unterscheiden, überall in 
diesem Intervall übereinstimmende erste Ableitungen besitzen werden. Und 
umgekehrt, sind die Ableitungen ^'{x) und "^'(x) zweier Functionen an 
jeder Stelle eines Intervalls einander gleich, so unterscheiden sich die 
Functionen <p(d?) und '^{x) in diesem Intervall nur um eine Gonstante. 

Denn es sei 

/•(a;) = (p(a;) — ^(o;), /"(a? + A) = 7 (a? -i- Ä) — 4* (a; + Ä) 

und femer 

fix 4- fe) — f{x) _ <p(a?-h/0 — y(a?) _ <Ka; 4- A) — ^^(rp) 
/* h Ä ' 

«0 folgt, beim Uebergang zur Grenze ^==0, 

Ist aber, wie vorausgesetzt, überall in dem gegebenen Intervall ^{x) 
— +(*)•+• c» so ist f (x) ^Bs 0, also 

^'(x) = ^'(x). 

Und ist umgekehrt an jeder Stelle die letzte Gleichung erfüllt, so ist auch 
überall /•'(a?) = 0, d. h. f(x) im ganzen Intervall constant, d. h. wieder 
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§7. 

Wenn die erete Ableitung einer Function f(x) in dem Intervalle (a, &) 
endlich und stetig ist, so wird die Function /*(a?), wenn x die Werthreihe 
von a bis h durchläuft, zunehmen, d. h. von kleineren zu grösseren Werthen 
übergehen, solange f'{x) nicht negativ ist; und f{x) wird abnehmen, also 
von grösseren zu kleineren Werthea übergehen, solange f(x) nicht positiv ist. 

Dies ist klar; denn, wenn x zwischen a und h liegt, so hat der 

Differenzenquotient 

f(x±h)^f(x) 

±h 

als Grenze die Ableitung f(x)^ welche nach der Voraussetzung im ganzen 
Intervalle endlich ist. Dieser Quotient wird daher für alle Werthe von h, 
die der Bedingung genügen 

0<Ä 



wo e eine hinreichend kleine Grösse ist, auch das Zeichen von f(x) haben» 
Es wird daher für einen solchen Werth von h sein 

Kx'-hXfixXax-^h), 
wenn 

und 

nx^h)>f{x)>f(x + h), 
wenn 



Es nimmt also in der That die Function f{x) zu von jeder Stelle x ans,, 
an der f'(x)>> ist; und f(x) nimmt ab von jeder Stelle x aus, an welcher 
f (x) < ist. 

Wenn nun aber in dem Intervall («r, b) Stellen vorhanden sind, an 
denen f (x) verschwindet, und das Intervall (a, b) weder selbst ein stationäres 
ist, noch solche als Theilintervalle enthält, so können wir {a, b) immer so 
in kleinere Intervalle zerlegen, dass in jedem derselben nur eine einzige 
Stelle vorkommt, an der f (x) verschwindet. Wenn nun (x^ , x^) ein solches 
Intervall und Xq diejenige Stelle desselben ist, an der f(x) Null wird, so 
sei noch h eine beliebig kleine Grösse. Wenn wir dann x wachsen lassen 
von Xi bis Xq — Ä, und dann von XQ-\-h bis x^, so wird das Zeichen von 
f'(x) in jedem dieser Intervalle (iCi, Xq — h) und {xQ-hh^ x^ angeben, ob 
f{x) dort wächst oder abnimmt. Wenn nun bei unendlich klein werdendem h 
die Ableitung f'{x) ihr Zeichen nicht ändert, wenn sie durch Null geht, 
so wird die Aenderung von f{x) offenbar in dem bis zum Puncto x^ statt- 
gehabten Sinne sich weiter vollziehen. Wenn aber f{x) beim Durchgang 
durch Null dass Zeichen ändert, so wird f{x) aus dem Wachsen in's Ab- 
nehmen oder xuDgekehrt aus dem Abnehmen in's Wachsen übergehen. Man 
sagt dann, die Function f{x) besitze im ersten Fall an der Stelle Xq ein 
Maximum, im zweiten ein Minimum. 
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§8. 

Der Satz des § 5 ist einer Erweiterung fähig, welche sich bei späteren 
Anwendungen von Werth erweisen wird. Und zwar ist diese Yerallgemeinerung 
folgende: . 

Wenn zwei Functionen f{x) und F(a;) in einem gegebenen Intervall 
(a, h) stetig sind und daselbst bestimmte Ableitungen besitzen, die inner- 
halb des Intervalls auch endlich und von Null verschieden sind, während 
F'{x) an den Grenzpuukteu a und h Null .oder unendlich gross oder auch 
unbestimmt werden kann, so ist 

F(h) — F{a) F'ix'y ' 

wo x' eine Stelle im Innern von (a, 6), also wieder 

0/ = an- 6(6 -»-«), 0<Ö<:1 
ist. 

Da wir vorausgesetzt haben, dass F\x) im Innern des Intervalls (a, 6) 
nicht Null werden soll, so ist sicher auch nicht F(a) = F(b)^ nach § 5. 
Betrachten wir nun, indem wir setzen 

F(b)^Fia) ' 
die Function 

? W = f(^) - /*(«) - Ä (Fix) - F(a)) , 

so nimmt dieselbe in x = a und x = b den gleichen Werth an , nämlich 
Null. Daher giebt es sicher, wieder nach § 5, eine Stelle 

a?' = a-f-e(6 — a), o<:e<:i 

an welcher 

Nun ist aber offenbar, wie auch aus § 6 erhellt, die Ableitung einer Con- 
stanten stets Null, und weun g{x) eine Function bedeutet, die an der 
Stelle X einen bestimmten Differentialquotienten besitzt, auch die Ableitung 
von c-g(x)^ wo c eine Constante ist, stets c*g'(x)» Wir haben daher 

(p' (x') = /' (x') — ÄF' (x') = , 
d. h. aber 

, ^ r (xi 

F'{x') 
oder 

m-m __ fix') 

F(b) — F(a) F' (as') " 
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§9. 

Wenn die Function f{x) an der Stelle x^=iXQ bei stetigem Wachsen 
der Variabein unendlich gross wird, so muss an dieser Stelle auch ihre 
erste Ableitung, wenn sie existirt, unendlich gross sein. Werden aber x 
und f{x) gleichzeitig in bestimmter Weise unendlich gross, so hat Cauchy 
gezeigt, dass für jedes endliche h der Grenzwerih 

lini^:(^±^^i^= lim /M, 

h x^co X 

wenn überhaupt ein bestimmter endlicher Grenzwerth für den Differenzen- 
quotienten bei irgend einem bestimmten h existirt. Diesen Grenzwerth be- 
zeichnen wir dann als den Differentialquotienten der Function für a; = oo , 
sofern /*(«) ebenfalls eine stetige Function von x ist. 

Wenn für a?=sa:o die Function /*(a?) = oo wird, so bilden die Werthe 
f{x — Ä) für stetig abnehmende Werthe von h eine Zahlenreihe, deren 
Elemente von dieser Stelle ab zuletzt immer dasselbe Zeichen haben und 
grösser sind als eine beliebig grosse Zahl. Soll der Differentialquotient 
bestimmt sein, so müssen die Elemente dieser Beihe ausserdem von einer 
bestimmten Stelle ab nur wachsen. Dann wird auch für jeden Werth von e 
der Differenzenquotient 

/•(a?o -- ^ 4- e) — f{x^ — K) 

e 

grösser werden als eine beliebig grosse Zahl, wenn man e dem h beliebig 
nahe bringt; denn es wird dann fiac^ — /» + e)s^^^s dasselbe Zeichen haben 
und grösser als jede beliebig gegebene Zahl werden. Wenn nun h und e 
gleichzeitig dem Werthe Null zustreben, so wird der Grenzwerth des Diffe- 
renzenquotienten, d. i. also der Differentialquotient an der Stelle x^^x^^ 
auch über jede beliebig gross vorgegebene Zahl hinauswachsen, also un- 
endlich werden. 

Wir wollen nun, um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, 
annehmen, es werde f{x) für a; = oo in bestimmter Weise positiv unendlich, 
also dass von einer bestimmten Stelle ab die Werthe f{Qc) stets wachsen, 
und es bestehe für irgend einen bestimmten Werth von li ein bestimmter 
endlicher Grenzwerth 

f{x H- //) - /^(o?) 



G^=lim 



h 



Wenn wir dann für den Punct a? = oo eine Umgehung abgrenzen durch 
die Bedingung |a;|<::ö, so wird für jedes e<::ö die Beziehung stattfinden 



G — e < 7 < Cr 
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WO e durch geeignete Wahl der Umgebung 6 beliebig klein gemacht 
werden kann. Dafür können wir dann auch schreiben 

Gh—zh<f{x -f- K)'—fix) <Gh'\' eh. 

Setzen wir hier der Beihe nach für x die Werthe a?-4-(«— ä;)ä,ä; = w, ..., 1 
und addiren die so entstehende Reihe yon Ungleichungen, so erhalten wir 



nGh — nth<:fix-hnh) — f(x) ^nGh-hnth 
oder, was dasselbe ist, 

I {f{x -h nh) — (a? 4- nh) g) — {f{x) — xG) [ < w sä. 

Nun hat nach Cap. I die Zahl x die Form 

^ = Ä?o + CA, 



wo 0<iPo<Ä und C eine positive ganze Zahl ist. Sei nun n + C = £^ 

80 ist 

nh 

und wir können die vorhergehende Ungleichung jetzt so schreiben 

Xq H- Eä a:o 4- Sä 

Nun ist aber 

nw < f{x^ -i-zhxah + z h) 

U < XQ-hZh <Z Ä + CÄ, 



somit auch 

azh) —(A4- c/0 G < fixo 4- c/o - (xo 4- i:Ä)G^ < f(h 4- cä) - cä g. 

Ist nun itf der grössere der absoluten Beträge 

!/•(£/,) _ (A4- CA) 6^1, \f(h^iK)'-i:hG 
80 wird, wenn wir % so wählen, dass 

Vi ^ 
ganz gewiss auch 

f{x^^^h)-{x^-^lh)G 
Xq 4- 5 Ä 

und somit endlich auch 
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Die Zahlen e und y) können aber durch geeignete Wahl von C bezw. S, 
indem man diese immer mehr wachsen lässt, beliebig klein gemacht werden, 
so dass wir erhalten 

X 

für E = oo, d. h also für a?=ao. Und wir sehen, dass der Werth 
dieser Grenze Cr ganz unabhängig ist von h. 

Wenn wir daher den Differentialqnotienten an der Stelle ^ = oo aus 
dem Differenzenquotienten dadurch herleiten, dass wir zuerst x unendlich 
und dann h Null werden lassen, so ist sein Werth ebenfalls G. Wenn 
wir aber anders \imf'(x) für x = co bilden, d. h. zuerst h verschwinden 
und dann x unendlich werden lassen, so kann, wenn wir dann überhaupt 
einen bestimmten Grenzwerth erhalten, dieser nicht yon G verschieden sein. 
Denn nach dem Satze § 5 ist 

f(^±R=im^f.^^+Qf,), o<e<i. 

Giebt es nun in der Umgebung der Stelle x = oo eine Stelle Xq so, dass 
dass für alle x>Xq f (x) = G' ±: r{ , wo r{ eine beliebig kleine Zahl 
bedeutet, so besitzt f (je) an der Stelle o; = oo den bestimmten Grenz- 
werth G'. Und ebenso war 

f{x + h)--f{x) __ 

h ^=*=P' 

wo p ebenfalls durch geeignete Wahl yon x unendlich klein gemacht werden 
kann. Es wird sich demnach auch stets ein Werth von x so finden lassen, 
dass 

Bei beliebigen Werthen von x werden nun p und r{ unendlich klein, so 
dass sich ergiebt 

0^ = 61^'. 

Unser Satz ist also bewiesen. 

Dieser Grenzwerth G kann auch in bestimmter Weise unendlich gross 
werden. Dann lässt sich immer ein Werth Xq so bestimmen, dass für alle 
x'^Xq^ wenn G eine beliebig grosse Zahl bedeutet, 

f(x-\-h)-nx)>hG, 

und somit, ganz wie oben. 



oder auch 



Xq 4- Ml XQ-^ih 

XQ-]r\h XQ-i-lh 
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Hier können wir aber die rechte Seite durch geeignete Wahl von E beliebig 
gfross werden lassen. Denn so gross auch G angenommen werden möge, 
80 lässt sich dann immer noch ein Werth von i so annehmen, dass der 
Werth des Quotienten rechter Seits beliebig klein wird. Es wird daher auch 

/'(^o + g/Q 

Xq + ZH 

Yon einer Stelle ab immer grösser bleiben, als eine gegebene Grösse, d. h. 

lim -^ = 00 für a? = 00 . 

X 

Beispiele für diese Sätze werden wir im nächsten Capitel antreffen, 
wenn wir die wirkliche Bildung der Differentialquotienten erst kennen 
gelernt haben. Hier möge noch eine Bemerkung Platz finden. 

Hat f(x) für a;=oo einen endlichen bestimmten Werth, so ist für 
jedes endliche h 

lim n^-^h)-n^) ^Q 

ar=oo Ä 

Dieser Werth ist auch als derjenige des Differentialquotienten an der 
Stelle x = <x) anzusehen, und er stimmt mit lim fXx) für a? = oo überein, 
falls überhaupt /'(a?) bei stetiger Zunahme von x für a? = oo eine be- 
stimmten Grenzwerth annimmt. 



IV. Capitel. 



Bildung des ersten Differentialqnotienten der elementaren 

Functionen. Allgemeine Sätze. 

§ 1. 

Bevor wir zu der eigentlichen Aufgabe dieses Capitels übergehen, wollen 
wir zunächst zeigen, wie man den Differentialquotienten der einfachen arith- 
metischen Verbindungen mehrerer Fanctionen herleitet. Den Process der 
Herleitung des Differentialquotienten aus der Function bezeichnet man als 
Differentiation der letzteren; und der Zweig der Mathematik, der sich 
mit der Discussion der allgemeinen Eigenschaften der Differentialquotienten 

m 

und ihrer wirklichen Bildung in jedem einzelnen Falle befasst, heisst 
Differentialrechnung. 

Zuvörderst eritinern wir noch einmal daran, dass der Differentialquotient 
einer Constanten Null ist, und dass af'(x) der Differential quotient von af(x); 
denn es ist, wenn y = af{x) 

^y-=a(f{x + Lx)-^f{x)) 
Ay __ f(Jß + ^x) — f{x) 

also nach üebergang zur Grenze 

Wenn nun eine Function y=if{x) gegeben ist als Summe oder Diffe- 
renz mehrerer anderer Functionen 

y = udoV±:wdo' • •, 

80 ist offenbar 

A^ = Awit At;z±: Aw^zb' • • , 
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irenn wir in jeder dieser Functionen die Yariabele um den (positiven oder 
negativen) Betrag ^x vermehren. Es ist dann auch 

Ay_Aw At^ Ate? 

nnd, wenn die Functionen u^ v^ w^ , , , so beschaffen sind, dass sie für das 
betrachtete Gebiet der Yariabeln überall einen bestimmten Differentialquo- 
tienten besitzen, so können wir zur Grenze übergehen und erhalten 

dy du dv dw _ 

— ^ = h«»«9 I 

dx dx dx dx 

wonach also der Differentialquotient einer algebraischen Summe 
von Functionen einer Veränderlichen gleich ist der algebraischen 
Summe des Differentialquotienten der einzelnen Functionen. 

Auf Grund der vorhin gemachten Bemerkung können wir die letzte 
Gleichung noch dahin verallgemeinem, dass wenn 

y = awifc6t;d=CM;±. . ., 11. 

wo d, 6, c, . . . Constanten sind, 

dy du , dv dw 

dx dx dx dx 

ist. 

Ist femer ein Product zweier Functionen gegeben, also 



so hat man 



und somit 



y=^uv, 

Ay = (w -I- Aw) (t; 4- A v) — uv 
Ay = V Ai« + w Av H- Am At; 

Av Ai« ^v AteAt; . 
T^ = V Ä h u -i h A— -T— Aa? . 

^X ÜLX LXX llX Lix 



Gehen wir nun zur Grenze über, indem wir ^x unendlich klein werden lassen, 
so wird das letzte Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwinden 
und es ergiebt sich 

dy du , dv ^__ 

dx dx dx 

Der Differentialquotient des Products zweier Functionen 
einer Veränderlichen ist gleich der Summe der beiden Producte 
die man erhält, wenn man jede Function mit dem Differential- 
qaotienten der anderen multiplicirt. 

Der Satz lässt sich leicht ausdehnen auf ein Product aus einer beliebigen 
endlichen Anzahl von Functionen. Sei zunächst 

^ = Wl W2 «3 . 
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Wir setzen u^u^^z^ also ^ = u^ • jgr und haben 



dv du-, dz 

-^ = z — - + Wi — • 
dx dx * dx 



es ist also nach III. 



dz dti2 du^ 



wonach sich endlich ergiebt 



dy dui 



M3W1 



du2 

dx 



WjWa 



di^ 
dx 



Allgemein, wenn 



so ist 



y:=Uii4^U^..,U 



dy 
dx 



dui 
''~dx 



dui 

" ^ dx 



= W2W3...«*„— ^-^<3t*4...W^Wl-; •" •' + W«-1^1^2' • • W|i_2 



du^ 
dx 



, nia. 



welchen Satz man auf Grund des Bisherigen leicht durch den Schluss von 
n auf n-\-\ als richtig erweist. 

Ist gegeben 

u 



V 



so hat man 



Ay = 



A^ = 



u + Aw w 

t; + At; t; 

i;AM — uLv 



u 



Ay 



V 



— u 



Ao? v^-\-v ^LV^x 

Gehen wir nun hier zur Grenze über, so wird für ein unendlich klein 
werdendes ^x die Grösse vlivlix verschwinden, und es ergiebt sich also 



du dv 

dy dx dx 

dx 



IV. 



V 



2 



u 



Um den Differentialquotienten des Quotienten — zu finden^ 



V 



bilde man also die Determinante 
durch das Quadrat des Divisors v. 



V 

u 



dv 
dx 
du 
dx 



und dividire dieselbe 
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Den Differentialqaotienten einer ganzzahligen positiven Potenz einer 
Function u der Yeränderüchen x können wir durch Yermittelnng der 
Gleichung Illa. leicht finden. In der That, wenn 

so ist 
und 





y = 


«", 






dui 


du2 


• sss 


du. 


du 



dx dx dx dx 

und die Factoren der Differentialquotienten in nia. sind unter einander 
gleich und zwar te**"^, so dass also erhalten wird 

dx dx 

Diese unter Beschränkung auf ganze positive Werthe des constanten Ex- 
ponenten abgeleitete Formel gilt aber allgemein, welche reelle Zahl auch n 

r 

sei. Sei zunächst n = — , also ein positiver rationaler Bruch, so ist 

s 

tf' = «', 

^ dx dx 

dy r v!^ y du 
dx s ys u dx 



r 

d. h. also wieder, da — = n 

' s 





r 




r y du r 

s u dx s 


U* 

u 


du 
dx 


n 






dx dx 







r 

Ist endlich w = , also 

s 



y = u *, 



so hat man 

y''u'=l, 
nnd nach Satz III 

^ dx ^ dx 

d. i. wegen ^* . w*" = 1 , 

dy T y du 

dx s u dx 
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oder endlich wieder 



d. i. 



ax 8 dx 

äy -_i du 

dx dx 



Die Gleichung V. gilt also in der That für alle rationalen Werthe von n; 
der Nachweis ihrer Richtigkeit auch für irrationale n wird in § 3, wo wir 
den Differentialquotienten eines Logarithmen kennen lernen, erbracht werden. 
Wir können einstweilen den Satz aussprechen: 

Der Differentialquotient der Potenz einer Function der Ver- 
änderlichen X wird gebildet, indem man den Potenzexponenten 
mit der um einen Grad niedrigeren Potenz der Function und 
mit dem Differentialquotienten der Function multiplicirt. 

Functionen complicirterer Gestalt differentiirt man am einfachsten durch 
Anwendung folgenden Satzes. Es sei t« = <p {x) 

y^f(u) = f[r^(x)\. 

Wenn nun xMm ^x sich ändert, so betrachten wir zunächst die entsprechende 
Aenderung von u. Dieselbe ist 



Und es ist auch 
also 



Ay = /-(w + Aw) — /•(«*), 

Ay _ f(u 4- A^) — f{u) 
Aa?"" Aa; 

_ f(u-^^u)-'f(u) äu 

~~ Au ' Ax' 

Ist u eine stetige Function von x und f(u) eine stetige Function von Uy 
so convergirt Au mit Ax nach Null. Gehen wir also in der letzten Gleichung 
zur Grenze über, indem wir Ax unendlich klein werden lassen, so erhalten wir 

dx du dx 

Von diesem Satze lässt sich nun sofort eine Anwendung machen, die 
von grosser Wichtigkeit ist. Nehmen wir an, wir hätten aus der Gleichung 

irgendwie eine Auflösung erhalten in der Form 
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Dann nennen wir x die inverse Function oder die Umkehrung von y\ 
oder überhaupt x und y inverse Functionen in Bezug aufeinander. Wir 
finden nun nach VI 



d. h. da ^- = 1 , 



dx dy dx ^ ^^ ^ W, 



•^'^^ = 7^' 



nach welchem Satze also mit grosser Leichtigkeit der Differentialquotient 
einer Function bestimmt werden kann, wenn man denjenigen der inversen 
Function kennt. 

§2. 

Auf Grund der im vorigen Paragraphen gegebenen Sätze können wir 
nun ohne weiteres an die Diffißrentiation der expliciten algebraischen 
herantreten. Zunächst bieten sich uns dann die rationalen Functionen dar. 
Die rationale ganze Function 

y = ao + flfi o; + a^x^ -i- • • • 4- a^a;** 

wird differentiirt mit Hülfe der Sätze 11 und V des vorigen Paragraphen. 
Der letztere Satz vereinfacht sich hier, wo w = a? ist; es wird 



Wir erhalten also 



dx ^-P* 



dy n—\ 

—^ = ai -+- So^a? H h na^x . 



Für die Differentiation der gebrochenen rationalen Function kommt Satz IV 
in Betracht. Wir begnügen uns mit Anführung des einfachsten Beispiels. 
Es sei die lineare gebrochene Function gegeben 

m + nx 
«== , 

r -\- sx 

so m, n; r, 5 beliebige Zahlen sind. Dann ist 

dy ms — rn 

dx (r 4- sxY 

Der Differentialquotient unserer Function verschwindet also für alle a?, welche 
die Nennerfunction nicht Null machen, wenn die Determinante der Coeffi- 
cienten 

»' '' =0 
n s 

ist. An der Stelle a? == aber wird der Differentialquotient unendlich, 

ganz ebenso wie die Function y selber (vergl. Capitel III). 

Gravelins, Differentialrechnung. 5 
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Sind überhaupt w?, w, ^, . . . ; a, ß, 7, . . . beliebige Constanten, so ist 
nach den Sätzen des § 1, wenn 

«/ = mx^ -{- nx^ -hpx^ -\- • • • 

Als Beispiel werde gewählt 

«/— , n , p 

y = m\x-\r-E — h ■ „ 

]/x ^^ 

wo wir jetzt unter a, ß, 7 ganze positive Zahlen verstehen. Wir können 
also auch schreiben 

1 1 

y=^mx'^ -\-nx ^-^px 
und finden 

Als weiteres Beispiel möge noch behandelt werden die Function 

y = ^0-—x'){l—1c'x^), 
wo h eine Constante ist. Wir schreiben zunächst 

y = U'V^ 

Es ergiebt sich, mit Anwendung von VI, » 

du ^ _^ X 

dx j/I— a;2 w 



oder endlich 



dx j/1 — ^'2^^ ^, 



6^^/ x^/\—k''x^ xi/l—h^ 



>a;2 



t^a; j/1— X;2 j/1— F; 

Wollte man die hier auftretenden gebrochenen Functionen auf gemeinsamen 
Nenner bringen, so würde die Symmetrie der Formel nur gestört werden. 
Unter Beibehaltung der Bezeichnungen u, v kann dieselbe aber auch noch 
geschrieben werden 
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In einer Reihe wichtigster Anwendungen hat man die Function zu betrachten 

wo a, n Constante, n insbesondere eine rationale Zahl ist. Wir bilden 
hier den Differentialquotienten wieder mit Hülfe von Gleichung V oder 
-auch VI des § 1. Es wird gesetzt 

w = 1 — 2ax -h x^ 
du 



dx 



= — 2 (a — a;) 



dy -«-1 du 

dx dx 
also 

dy n(a. — x) 

dx'~ (\ — 2aa;-4-a;2)**+^* 

§3. 

Nachdem wir nun die Differentiation der expliciten algebraischen Func- 
tionen kennen gelernt haben, wenden wir uns zur Betrachtung der elemen- 
taren transcendenten Functionen. Nehmen wir zunächst 

2/ = logrc, 

wo die Basis des Logarithmensystems noch beliebig bleiben möge. Es ist 
«dann 

Ly = log {x -h Aa?) — log X 



A^ = logfl-l--^y 

tix üx 



Um zum Differentialquotienten zu gelangen, müssen wir nun untersuchen, 
welches der Grenzwerth der rechten Seite für ein zur Null convergirendes 
Ax ist. Zu dem Zwecke setzen wir 

^x 1 



— • 



X n 



Wenn also äx nach Null convergirt, so wird n zuletzt über jeden Betrag 
hinaus wachsen, also unendlich werden. Nun haben wir 

ax X \ n / X \ n ) 



5* 
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Unsere Aufgabe ist also jetzt darauf redacirt, zuzusehen, ob mit ui^ 
endlich gross werdendem n der Ausdruck 



(-i)' 



sich einer bestimmten endlichen Grenze näheil» und diese anzugeben. 

Nach dem binomischen Lehrsatz haben wir nun, zunächst unter n eine- 
ganze Zahl verstanden, 

1\" , . 1 w(»— !)..(» — A; 4-1) 1 1 

14-—) =l4-n — 4 h-^^ — ^^ ^--tH i 

nj n kl n n^ 



= 14- -j- 4 h 



M('-^)-('-*-i-)]- ■• 



1 k— 1 
Hier sind die Factoren 1 , . . . , 1 , . . . , positiv und kleiner 

als 1, so dass also auch die einzelnen Glieder der letzten Beihe positiv und 
bezw. kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe 

"1 kl nl 

sein werden. Man hat also immer 



(-0 



wonach für lim w = co 

n 



liin(l+l) ^Ä„§l+| + l + l + ...ininf. IL 
Aber es ist auch, wenn k eine ganze positive Zahl ist, 

(,,i)V.,i.,..,.(,_i)...(:_ti), 

wie sich aus I ergiebt, deun die Glieder, welche dort noch folgen und die- 
hier weggelassen sind, haben alle positives Vorzeichen. Es ist also auch 

denn die Factoren (l ), ••, (l 1 haben offenbar für ein un- 
begrenzt wachsendes n die Einheit zur Grenze. Aus den Bedingungen II 
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and m folgt nun, da wir die ganze Zahl h beliebig gross annehmen können, 
dass für ein anbegrenzt zunehmendes n 

(1 \** 11 1 

n) II 2! kl 

Der Werth der rechts stehenden Beihe ist es, welcher allgemein mit e be- 
zeichnet wird. Wir haben im Capitei I gezeigt, dass e keine rationale Zahl 
sein kann. Hermite hat gezeigt, dass e auch nicht Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung sein kann. Man findet, auf sieben Decimalstellen be- 
schränkt, folgenden Näherungswerth e = 2,7182818. 

Wenn wir unter n wieder eine unbegrenzt wachsende, positive, jedoch 
nicht ganze Zahl verstehen, so seien m, fii+ 1 die beiden ganzen Zahlen, 
zwischen welche n eingeschlossen ist Dann ist 



Und femer 



\ m -hl/ 



w + l / 1 \m 



\ m ) \ W/V ^/ 

Wenn nun m unbegrenzt wächst, so haben die Factoren 1 1 H j und 

(1 H -T I die Einheit zur Grenze, während 

V m ) \ w + 1/ 

beide zu dem Werthe e convergiren. Es ist daher auch offenbar, wenn n 
eine beliebige positive reelle Zahl ist, für ein über jeden Betrag hinaus zu- 
nehmendes /», 

lim^H--^] =c. 

Nehmen wir endlich n negativ, lassen es also nach — oo convergiren ; dann 
«ei «== — V, so ergiebt sich 

(-i)-=(-ir=(^y=(-.^y 
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Wenn nun n nach — oo convergirt, so convergirt v — 1 nach -f- oo , j 1 H 1 

nach -h 1 , und wir haben somit auch in diesem Falle 

lim 1^1 + ^] =e. 

Nun fanden wir oben, wenn 

^ = log^, 



Ax X \ n J 



für lim w = 00 , d. h. lim Aa; = . 

Führen wir also diesen Grenzübergang aus, so erhalten wir 

dlogx löge 

dx X 

und wenn wir noch die Logarithmen in dem sogenannten natürlichen 
System nehmen, dessen Basis die Zahl e ist, wo also loge= 1, so ist 

dx X 

Wenn in der Analysis von Logarithmen die Eede ist, so sind, wenn 
nichts anderes ausdrücklich bemerkt ist, diese natürlichen Logarithmen 
gemeint. 

Sei nun ti eine stetige differentiirbare Function von a?, so ergiebt die 
Anwendung des Satzes über die Differentiation einer zusammengesetzten 
Function (§ 1 . VI) ohne weiteres die Gleichung 

d log u 1 du 

dx u dx 

oder, wenn wir u-=f(x) schreiben, 

^log^^rW; y 

dx f (x) 

Die durch Gleichung V definirte Function f'(x):f(x) nennt man die loga- 
rithmische Derivirte der Function f(x), 

§4. 

Mit Hülfe des Satzes von der Differentiation der inversen Functionen 
können wir nun auch den Differentialquotienten einer beliebigen Exponential- 
function bilden. Wenn wir beachten, dass jede positive reelle Zahl a sich 
darstellen lässt als 
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so ist die allgemeinste Form einer Exponentialfunction 

wo a eine beliebige reelle Constante ist. 

Sei nun also zunächst, a als positive reelle Constante vorausgesetzt, 

so ist 

log a ^ ^"^^ 
und nach dem angeführten Satze 

Aber 

1 



?'(^) = 



^ • log a 
und somit 

-; — = a log a . 
dx 

Ist also insbesondere a = e, so haben wir die sehr einfache und wichtige 
Beziehung 

de'' 



dx 



VI. 



t . 



Die Function e* ist es, welche vorzugsweise als Exponentialfunc- 
tion bezeichnet wird; sie ist immer gemeint, wenn von der Exponential- 
function schlechtweg die Eede ist. 

Wenden wir uns nun zu der allgemeineren Function 

y = 6 -^ ^^ 

und setzen af(x) = u^ dann ist (§ 1. VI) 



also 



dl/ u du u j,,r\ 

-di=' •d^=* •«^^^)' 



^' ==a/'(^).e«/(-). vn. 



dx 

Wir können nun auch dazu übergehen, den Differentialquotienten von 

«/= X ^ 
wo m eine irrationale Zahl ist, herzustellen. Denn wenn wir nun schreiben 

log^ = 7n\ogx^ 



1 
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so folgt 

\ dl/ m 

y dx X 

^y ^^ y 

dx X 



d. h. aber 



dy 
dx 



m — 1 



= w«a? , 



sodass also auch für irrationale Exponenten die oben aufgestellte Form für 
^en Differentialquotienten gilt. 
Ist überhaupt 



y^u\ 



wo M, 2; Functionen von x sind, so schreiben wir wieder 



y^e"^''^'' 



und finden 



d. i. 



dx \u dx dx J 

dv « 1 du « dv 

dx dx " dx 



§5- 

Die allgemeinen Sätze der beiden Yorigen Paragraphen mögen wieder 
durch einige Beispiele illustrirt werden, als welche wir Functionen wählen, 
welche in den Anwendungen auf Physik und Astronomie vorkommen. Sei 
zunächst 



= Iog|/} 



— X 

y ^^ . . . ^ 



y^-^^^^^O^ — x)---^ log (1 H- x) 



oder endlich 



dy 
dx 



= — -1 ( ^ 1 \ 

"" 2 \\—x "^ 1 +x) 



dy 1 



dx x^-— 1 



eine Gleichung, deren Kenntniss bei einigen mechanischen Problemen nütz- 
lich ist. Auf dem gleichen Gebiete können wir Gebrauch machen von der 
Gleichung, welche aus der Differentiation von 

y = log (x -h j/a;^ + a^^ 



I 
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entsteht. Wir setzen hier f{x) = ic 4- ]/x^ 4- a^ und erhalten 



und damit unter Anwendung von Formel V § 3 nach leichter Reduction 

dy 1 

' ■ SSS5 — - - — • 

dx ^x^ -h a^ 
Endlich sei noch die Function behandelt 



Man setze 



wonach 



y 



^ J/öo + 2 Ol a + a, x*^ 



Kx) = |/ao 4- 2ai iF -f- «2 a?^ , 



und somit 



fix) : __gl_+_?i^_ 

|/ao4- 2«! 2; 4-^2 



x^ 



dy (ai 4- «2 a;) e |/«o + 2a.ar + a,ar-^ 

— ^^~ — • 

^^ y^öfo "•■ 2«! a? 4- 02 ic^ 

§6. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Kreisfunctionen oder 
trigonometrischen Functionen und ihrer Inversen. Zunächst haben wir es 
also zu thun mit den Functionen sina:, tanga;, cosa;, cotanga;, seca? und 
coseca:. Es ergiebt sich, wenn wir der Veränderlichen x den Zuwachs Aa; 
ertheilen, 

z\ sm a; = sin (x 4- Aa?) — sm x= 2 sm -s- cos I a;4- -^ 1 



A /AN c ' ^^ ( Aa?\ 

Z\ cos a? = cos {x 4- Aar) — cos a? = — 2 sm -y- cos I a; 4- -^ \ 



Asina? sin i Aar , . , a n 

^v = — r^ — cos (a; 4- 4 Aa-) 

Aa? ^Aa? -« / 

Acosa; sin i Aa; . , , * n 

— r = =-i sm (a; 4- i Aa;). 

Aa: ^Aa? v ^ / 

ITun wird aber in der elementaren Analysis gezeigt, dass das Verhältniss 

sinAAa; . . 

- 1 A für ein unbegrenzt abnehmendes Aa; die Einheit zur Grenze hat. 

Man hat also, wenn man Aa; unendlich klein werden lässt, 

^ sin a; d cos x 

— 5 — = cos a; , — r — = — sm a; . I. 

dx dx 
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Mit Hälfe dieser Gleichungen erhält man nun sofort auch die Differential- 
quotienten der anderen Kreisfnnctionen unter Anwendung der im § 1 dieses 
Capitels entwickelten Sätze. Denn es ist 



. sma? 

tanga; = ? 

cosa; 


cosa; 


° sma? 


1 
seca? = » 


1 
cosec X = — — • 



cos X sm X 



Die Anwendung von Gleichung HI bezw. VI, § 1 dieses Capitels, wird also 
geben 

c^tanga; 1 cZcotanga; 1 



dx cos^a; dx sin^a; 

d sec X tang x d cosec x cotang x 

dx cosa; dx sina? 



n. 



Indem wir uns der Form erinnern, in welcher die logarithmische Derivirte 
einer Function erscheint, erhalten wir nun auch ohne weiteres die Differen- 
tialquotienten für die Logarithmen der Kreisfunctionen. Und zwar ergiebt 
sich 



d log sin a? , d log cos x 

— HL =s cotang X , % = — tang x 

dx dx 

d log tang X 2 d log cotang x 2 

dx sin 2 aj' dx sin 2 a? 



\ III. 



Für eine Reihe von Anwendungen ist es wünschenswerth, immer sofort den 
Differentialquotienten des Logarithmen der Tangente von -^x hinschreiben 
zu können; derselbe ist nach vorstehendem 

d X sm X 

Setzt man hier noch (ic + -rir j an Stelle von a?, so kommt 

6Zlogtang(j-7r + ^a;) _ 1 __ 1 

dx ~~ cosa; "" j/i — sin-'a? 

Die Kenntniss dieser Formel wird uns im 2. Bande bei der Auswerthung 
der elliptischen Integrale nach der Methode des arithmetisch-geometrischen 
Mittels von Nutzen sein. 

Wenn wir uns nun zu den ümkehrungen der betrachteten Kreisfunc- 
tionen, also zu den sogenannten cycloraetrischen Functionen 

arcsina;, arccosa?, arctanga;, 

arc cosec a?, arc sec a;, arc cotang x 
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wenden, so bemerken wir, dass diese Functionen nicht eindeutig bestimmt 
sind, sondern dass im Gegentheil zu einem Werthe von x unendlich viele 
Functionswerthe gehören. Denn wenn z. B. 

a? = sin ^, (a). 

so ist, wegen der Periodicität der Sinusfunction, auch 

a; = sin(^zh 2Ä;ir), 

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Die Umkehrung der Gleichung (a) 

lautet daher nicht einfach 

t = arcsina;, 

sondern 

t = db^JcTz + arc sin x. 

Aber die Functionen sina? und cosa:, durch die sich alle anderen Kreis- 
fiinctionen darstellen lassen, sind, wie aus Capitel II § 7 hervorgeht, stetige 
Functionen ihres Argumentes, wenn dieses eine stetige Werthenreihe durch- 
läuft. Wir werden demnach die cyclometrischen Functionen auch voll- 
ständig bestimmt haben, wenn wir festsetzen, dass sie stetige Functionen 
sein sollen und wenn ausserdem ihr Werth für einen bestimmten Werth 
des Argumentes bestimmt angenommen wird. So sind arc sina; und arc ta.ugx 
vollkommen bestimmt, wenn festgesetzt wird, dass sie für o; = verschwinden 
und im übrigen für stetige Veränderungen ihres Argumentes stetig ver- 
laufen. Analog setzen wir letzteres auch für arc cos a; fest und ausserdem 
noch arc cos 1=0. 

Nach diesen Bestimmungen erhalten wir nun die Differentialquotienten 
der cyclometrischen Functionen durch Anwendung des allgemeinen Satzes 
über die Differentiation der inversen Functionen. Sei z. B. 



also 
so ist 



^ = arcsina;, 


x = s'my, 




dy _ 1 __ 


1 


dx rfsiut/ 


cos^ 


dy 




d arc sin x 


1 

• 



und somit 

rif ai 

dx |/1 — x^ 

wo das Zeichen der Quadratwurzel mit demjenigen von cos y übereinstimmt. 
Die Herleitung der anderen hierher gehörigen Formeln kann nun wohl dem 
Leser überlassen bleiben. Wir stellen die Resultate kurz zusammen: 

d arc sin a; 1 d arc cos a; — 1 

z ^ 



dx i/ 1 — X- dx ]/ 1 — X' 
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d arc tapg x 1 ^arccotang a? — 1 

dx 1-f-a;' dx \ -h x^ 

d arc sec x 1 d arc cosec x — 1 



dx X -^x^ — 1 dx X j/a;2 — 1 

Man hat darauf zu sehen, dass die hier auftretenden Quadratwurzeln das 
richtige Zeichen erhalten. Ist ^ = arcco8a;, so hat die Quadratwurzel in 

j^ das Zeichen von sinw; ist v = arcsecir, so hat die Wurzel in -r- das 
dx . ^^ ^ dx 

dy 
Zeichen von tangy; und ist y = arc cosec a;, so erhält die Wurzel in ^ 

das Zeichen von cotang^. 

Die cyclometrischen Functionen sind wie der Logarithmus transcendente 
Functionen. Ihre ersten Ahleitungen aber sind, wie bei diesem, algebraische 
Functionen, und diese Ableitungen verschwinden für unendlich grosse Werthe 
des Argumentes. Die Ereisfunctionen sind nebst ihren Ableitungen f&r un- 
endliche Werthe der unabhängigen Veränderlichen völlig unbestimmt. An 
allen den Stellen, an denen tang^r und cotango; unendlich werden, werden 
auch ihre Differentialquotienten unendlich. Das gleiche gilt für die Func- 
tionen secrr und cosec o;. Die logarithmischen Ableitungen von sino;, tango;, 
cotang^r werden unendlich an den Stellen, für die sino; verschwindet, und 
diejenige von cosa; wird da unendlich, wo cosa? verschwindet. 



V. Capitel. 



Die höheren Differentialquotienten einer Function einer Yer- 
änderllehen. Höhere Differenzen and Differentiale. 

§ 1. 

Wir denken uns eine Reihe discreter Werthe der Variabein x in arithme- 
tischer Anordnung gegeben 

**'0' ll "^Jl • • • 9 «5 • • • • 

WO 

^t + 1 ^jfc =^ ^ 

sein möge, und h eine beliebige Constante bezeichnet. Jedem Werthe der 
Variabein entspricht ein Werth einer gegebenen Function f{x). Wir bilden 
nun die Reihe dieser Functionen und gleichzeitig diejenige ihrer Differenzen, 
d. h. die Reihe der Differenzen je zweier Functionswerthe, die aufeinander 
folgenden Argumentwerthen entsprechen. Wir erhalten so folgendes Schema: 






fM — fM 






/"W — /"(^n-l)- 



Alle diese Differenzen haben dann die uns aus Capitel III geläufige Form 
f{x-\- h) — f(x). Wir wenden das dort schon gebrauchte Zeichen A an und 
bezeichnen abkürzend 

Diese Differenzen sind also im Allgemeinen wieder Functionen von a?, und 
wir können zu der Reihe der ^f{x) eine neue Differenzenreihe bilden. So 
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finden wir AA/*(a:o) oder den Unterschied der beiden ersten Glieder der obigen 
Differenzenreihe, wenn wir abkürzend A^ statt AA schreiben 

und überhaupt 

^V(^, _ 2) = fix,) - 2 fix, _ ,) + fix, _ j) . 

Wir können so weiter gehen und zu jeder neu gewonneneu Differenzen- 
reihe eine fernere bilden. Alle diese verschiedenen Differenzen erweisen sich 
dann als abhängig von der gegebenen Function f{x). Wir nennen die Reihe 
der ^f(x) die erste, diejenige der ^^f{x) die zw^eite, u. s. w. diejenige der 
^^f{x) die r^ Differenzenreihe der gegebenen Function und ein einzelnes 
Element einer solchen Reihe heisst die erste, zweite, . . . , r*® Differenz von 
fix). Es ist nun allgemein 

l^'fix,_,) = fix;)-rfix,_,)-^{^^f{x„_,)-... + {-\rf{x,_,). L 

Diese Formel ist richtig für r = 2, wie wir oben sahen; wenn sie über- 
haupt richtig ist, so müssen wir wieder zu ihr gelangen, wenn wir ^f(x^ _ ^) 
bilden nach 

A?(^„_,) = A- V(^„_, + i) - A'- 'fix,.,) n. 

und dabei die (r — l)*«"» Differenzen nach dem Schema I berechnen*). Es 
ergiebt sich nun 

A'- V(^„_, + i) = fix,) - ir-l)fix,_,) + ('■7 ^) f^'^n-,) - ' • 

A' - V(^« _ ,) = /-C^, _ ,) - (r - l)/(a:, _ ,) + (*■ 7 ^) /•(„ _ 3) - . . 

Bilden wir nun die Differenz, so erscheint rechts als erstes Glied /"(«J und 
als letztes 

- (- iy-'fix,_,) = + (- iyfix,_,). 

Alle anderen Glieder beider Formeln gruppiren sich bei der Subtrac- 
tion zu je zweien in folgender Form 



( 



-»'[('!> Gz !)]«-.-.). 



*) Zur leichteren Herstellung dieser Formeln auf Grund von I. bemerke man, 
dass sich schreiben lässt 

^n — r + 1 ^^ ^n ~ (r - 1) 5 ^n — r ^^ ^(n — 1) — (r — 1) • 
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Da nun 

k 

wonach wir in der That, wie verlangt, erhalten 



so ist 






AV(^n-,.)=2(-l)'(l)«^«-*)' 





wo sich die Summation auf den Index k bezieht. 

Wenn wir noch beachten, dass nach obiger Festsetzung 

SO lässt sich unsere Differenzenformel auch so schreiben 



Zur Herleitung einer Formel für die Berechnung einer beliebig hohen 
Differenz einer Function aus gegebenen Werthen der letzteren, war die An- 
nahme offenbar nicht erforderlich, dass die Differenz benachbarter Argument- 
werthe constant sei. Wenn wir diese Voraussetzung nicht machen, so kommen 
wir zu einer ganz analogen Formel für iJx, Ich nehme indess nicht Anlass, 
hierauf einzugehen, da im folgenden die eingangs dieses Paragraphen ge- 
machte Voraussetzung überall beibehalten wird. Wir bezeichnen wieder wie 
schon früher die constante Differenz der a;-Werthe mit Ax und bemerken 
zugleich, dass dann also alle höheren Differenzen A^o;, . . . , ^^x der unab- 
hängigen Variabein stets Null sind. 

§2. 

Der Reihe der Differenzen f{x^^ {{x^)^ .. können wir nun eine Reihe 
der Differenzenquotienten 

, . . , , . . 

^1 ^0 ^k + l ^k 

zuordnen, und dann auch wieder die Differenz zweier aufeinander folgenden 
solchen Quotienten bilden; z. B. 

fC^ic + 2) - f(^k + 1) /K + 1) — ^(^aO 

, , . 

^k + 2 ^Jb + 1 ^k+1 "^ ^k 

oder einfacher geschrieben indem wir Xj^ = x setzen und die obigen Fest- 
setzungen berücksichtigen 

f(x-h2^x) — f{x-h ^x) _ f(x -h ii x) — f(x) 

^x Hx 
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Dies ist also, analog dem in § 1 eingeführten Ausdruck, die Differenz des 
Differenzenquotienten 

A/'Ca?) ^ fix 4- Lx) — fix) 
^x Aa; 

Wir bezeichnen sie demgemäss auch kurz mit 

und stellen uns nun die Aufgabe, den neuen Differenzenquotienten 

biX 



Ax 

in gleicher Weise zu untersuchen, wie dies im Capitel III mit 1 geschah. 

In dieser Beziehung lehrt uns nun die Gleichung I dieses Paragraphen ohne 

weiteres, dass wir diesen neuen Differenzenquotienten ganz unabhängig be- 

^f(x) 
trachten können von — ^ — • Denn es ist nach jener Gleichung 

T == X — 9 11, 



^x Ax^ Aa;2 

d. h. also gleich der zweiten Differenz der Function f(x) dividirt durch das 
Quadrat der (constanten) Argumentdifferenz. Der durch II definirte Quotient 
ist also direct von den Werthen der Function f(x) selber abhängig ge- 
macht. Wir nennen ihn den zweiten Differenzenquotienten von f(x). 
Den Grenzwerth 

lim n^ -+- 2 Aa:) — 2f(x + äx) H- f(x) 
^x = o Aa;^ 

bezeichnen wir als den zweiten Differentialquotienten der Function 
/*(a?), und zeigen leicht, dass er auch der Grenzwerth 

lim ^nx) _ r(x-hAx)^r(x) 

^x=:o Aä? "~^™ Ax 

ist, wonach also der zweite Differentialquotient von f(x) sich aus dem ersten, 
/"(ic), ganz ebenso herleitet, wie dieser aus der Function. Denn nach einem 
im III. Capitel bewiesenen Satze ist, sofern die Function f(x) in den Inter- 
vallen (ic, X -\- äx), (i» -h A:c, X -h 2Ax) einen Differentialquotienten besitzt 

./ ^'a ^ ./ N ^o<e<i. 



Die höheren Diiferentialquotienten einer Function einer Veränderlichen. 81 

also 

f(x + 2Aa?) -- 2f{x H- ^x) + f{x) _ f(x-\-äx-h 6Aa?) — f (a; + 6 Aa?) 

Aa?2 "" Aa? 

Wenn wir hier die rechte Seite so schreiben 

— (nrejA"^ — ^^"^^^ eis — ®' 

so können wir sicher Aa; immer so klein wählen, dass die drei Ansdrücke 

r(a? + (l + e)Aa?)/^(a?) /-^(a^-j- eAa?) — /"(a?) f (x -h £ix) — f (j^) 
(l + e)Aa? ' eAa; ' Aa; 

nach derselben Grenze convergiren, d. h. sich von einem Werthe, den 
wir mit f"(x) bezeichnen, nm weniger als eine beliebig kleine Grösse e 
unterscheiden. Demnach wird dann auch 

gx + 2A a;) - 2 f(x + Aa?) + f jx) _ . . 

WO C<c:2eO, wodurch obige Behauptung bewiesen ist. 

Den zweiten Differentialquotienten oder die zweite Ableitung von f(x) 

bezeichnen wir durch ' g , oder, wenn y = /*(a?), durch ^-j und haben 
also 

In ganz analoger Weise leiten wir den dritten Differentialquotienten oder 
die dritte Ableitung her 

^ ' dx^ ax* Aa; 

wo der Ausdruck für ä^f{x) aus § 1 zu entnehmen ist Und allgemein 
schreiten wir so fort und erhalten den vierten, ..., n^^^ Differential- 
quotienten (vierte, . . . , n^ Ableitung) 



§3. 

Wir hatten im HI. Capitel die Grenze dx von Aa? und die entsprechende 
Grenze d f{x) von A f{x) als Differentiale der unabhängigen Veränderlichen, 
bezw. der Function bezeichnet Wir wollen nun dfipo) das erste Differen- 

Grayelias, Differentialrechnimg. 6 
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tial, d^f{x) das zweite, . . . , cTf^x) das «*• Differential der Function nennen. 
Nach der angewandten Herleituug der Ausdrücke 

ax 

haben diese Quotienten die Bedeutung wirklicher Brüche, und wir können 
daher statt ihrer auch Gleichungen zwischen Differentialen aufstellen, wie 
schon im Cap. III erwähnt wurde: 

d f{x) = /•' (x) . dx, d^f(x) = r (x) • dx^, . . . , d^fCx) = f^''\x) . dx\ 

Man darf aber nicht vergessen, dass diese Gleichungen nur symbolische sind, 
deren wirkliche Bedeutung darin besteht, dass man jederzeit von ihnen zu 
den Differentialquotienten zurückgehen kann. Denn da die Differentiale 
verschwindende Grössen sind, so sagen alle diese Gleichungen weiter nichts 
aus, als die selbstverständliche Identität = 0. Wenn man sich aber 
gegenwärtig hält, welche Beziehungen diese Gleichungen zu den Differential- 
quotienten haben, so haben sie doch einen ganz bestimmten Inhalt, nämlich, 
allgemein zu reden, den, dass die Jc^ Differenz von f(x) an der Stelle x sich 
umsomehr dem Producte aus Aa;* in den bestimmten Werth /^*\a?) nähert, 
je mehr sich ^x der Null nähert, d. h. mit anderen Worten weiter nichts, 

als dass f^^\x) der Grenzwerth ist, dem sich — -^-niit unendlich klein 



Ar* 



werdendem ^x nähert, und den wir eben mit — j- bezeichnen. Eine Rela- 

dx^ 

tion zwischen unendlich kleinen Grössen hat also dann immer einen Sinn, 
wenn sie als eine solche zwischen den Verhältnissen der Grenzwerthe stetig 
veränderlicher Grössen aufgefasst werden kann.*) 

In diesen Gleichungen tritt nun das Differential dx in wachsenden Po- 
tenzen auf Dies führt uns auf die Unterscheidung unendlich kleiner 
Grössen verschiedener Ordnungen. Wenn wir dx als ein unendlich 
Kleines erster Ordnung bezeichnen, so nennen wir dx^ ein solches zweiter, 
dx^ ein solches dritter und allgemein dx^ ein unendlich Kleines Ä*®*" Ord- 
nung. Ist k>r, so ist das Verhältniss dx^idx^ selbst unendlich klein, 
nämlich dx Wir definiren nun: Zwei Grössen werden von 



*) In den Anwendungen auf die Geometrie und mathematische Physik hat es 
häufig den Vorzug einer besseren Anschaulichkeit, wenn man von Differenzen 
(nicht von ihren Quotienten) aus- und dann gleich zu Differentialen übergeht. Man 
kann dann schon in den Gleichungen, welche noch Differenzen enthalten, solche 
Glieder weglassen, welche, bei dem üebergange zu Differentialen, von höherer Ordnung 
unendlich klein würden, als irgend ein Glied, mit dem sie in derselben algebraischen 
Summe vorkommen. Ein dem Leser wohl bekanntes Beispiel sind etwa die Differential- 
formeln der sphärischen Trigonometrie und der elementare Beweis des Legendre'schen 
Satzes für die Berechnung eines sphärischen Dreieckes. 



■:7^^.^ - T' . ' 
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gleicher Ordnung unendlich klein, wenn ihr Yerhältnisft einen 
endlichen Werth hat. 

Demnach sind also, sofern die Differentialquotienten oder Ableitungen 
«iner Function f(x) im Allgemeinen endliche Werthe besitzen, die Differen- 
tiale df^ d^f^ . . . , cT/*, . . bezw. von der ersten, zweiten, . . . , «*®^ Ordnung 
unendlich klein. 

Wir nennen dx unendlich klein von der ersten Ordnung weil es Null 
wird wie {x — a) für x = a. In der That ist ja auch dx nichts anderes als 
•der Grenzwerth [(a? -h h) — x] für lim Ä = oder allgemeiner (§ 1) von 
Xj^^^ — Xj^ für lim Xj^^^ = Xj^. Analog ist dann dx^=^\im {Xj^^i — Xj)\ 
u. 8. w. Wir sagen also auch (vgl. Gap. III) eine Function werde an der 
Stelle X — Xq unendlich klein von der w*«^ Ordnung, wenn sie daselbst ver- 
schwindet wie (x — a^o)", also die Form annimmt Ä(x — «o)"» ^^ -^ ^' 
x = Xq endlich bleibt. Und wenn also untersucht werden soll, ob und von 
welcher Ordnung eine Function f(jD) unendlich klein wird an einer Stelle 
x = Xq^ so wird man bilden 

und denjenigen Werth von n bestimmen, für welchen dieser Ausdruck einer 

tax x = Xq endlichen Grösse gleich wird. So wird z. B. für :i; = 1 die 

Fonction 

f(x) = ßx^ - 11 a;2 + 6a; — 1 

unendlich klein von der ersten Ordnung, denn es bleibt f(x) :(x — l) für 
a; =: 1 endlich. Man wird aber auch gebrochene und irrationale Zahlen für 
das Unendlichkleinwerden zulassen müssen , wie die Functionen |/l — x 

1 Ordnung ^ ^^ ^ = ^ ) ^^^ (^ — ^T^ wo r eine irrationale Zahl ist (Ord- 
nung r für ic = a) zeigen. Es können endlich noch verwickeitere Verhält- 
nisse in dieser Beziehung eintreten, auf die indess erst im VII. Oapitel die 
Sprache kommen wird. 

§4. 

Wir wollen nun zunächst zwei allgemeine Sätze geben, welche sich auf 
die wirkliche Bildung höherer Differentialquotienten beziehen. Sei 



so ist offenbar 



^y ^Yi dy, dX ^ 

— == 1 1 — I — -, I. 

dx"" dx"" dx"" dx"" 



welcher Satz wohl keines besonderen Beweises bedarf. Ferner wissen wir, 
dass, wenn 



dy dv du 



dx dx dx 



6* 
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nnd bilden hieraus leicht weiter 

d^y d^v ,adu dv d^u 

dx^ dx^ dx dx dx^ 

d^y d^v „ du d^v „ d^u dv d^u 

dx^ dx* dx dx^ dx^ dx dx^ 

oder in Differentialen geschrieben 

dy'^udv-\'vdu 
d^y =: u d^v -\-2du dv-hv d^u 
d^y = u d^v -hddu d^v + 3 d^u dv -¥ v d^u. 

Die Form dieser Gleichungen lässt vermuthen, dass überhaupt 
d'^iuv) = udrv'hndud''-^v-^(^^d\(r-'^v + • • + (f\d^udr^''v 

Wir wenden zum Beweise den Schluss von n auf « + 1 an. In der That^ 
wenn 11. richtig ist, dann folgt aus ihr durch Differentiation 

Scjireiben wir aus der ersten Summe das erste Glied Qz == 0) und aus der 
zweiten das letzte {]c = vi) gesondert, so kommt, da d^u = «*, ^v = «?, 






und man sieht, dass sich je zwei Glieder beider Summen vereinigen lassen, 
sodass man erhält 



d«+i(«*t;) = z,er+^i; + /'l + [MWwd''t; 



(0-^0) 



+ I ( r I + ( ? i /Md--*+it; + .. + t;d»+>«. 
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Da nun aber 



(:)-aii)-(":') 



«0 ist dies 

dr+\uv) = 2 (" t M <^« tr+»-*«, 

iromit die Richtigkeit des Satzes n erwiesen ist. Der letztere rührt Ton 
Leibniz her. 

§6. 

Nunmehr gehen wir über zur Herstellung der zweiten und höheren 
Differentialquotienten einiger der im vorigen Capitel betrachteten Functionen. 
Die einfachste dieser Functionen ist die Potenz x^^ wo wir nun nach den 
Feststellungen in Capitel lY unter m eine beliebige reelle Zahl verstehen 
können. Sei also 

so fanden wir 



y = 


= ^^ 




dy 
dx 


ma?*"" 


-1 



und es ergiebt sich durch wiederholte Anwendung dieser Formel 

4^ = w(w— l)aJ'""^ -^ = w(m — l)(m — 2)a;"*-' 
dx^ dx^ 



und allgemein 
dx 



^ = m(»i — l)...(w — r-hl)a?'""''=f*^Vj «"*""'• L 



Wir können hiervon sofort eine interessante Anwendung machen auf 
«ine ebenfalls im vorigen Capitel schon betrachtete Function« Wir hatten 
•dort betrachtet 

und gefunden 

dx ^Xl — x l+x) 1 



^1 ^ 1 

^+1 n r ^1 1 I » 1 — d 



dx 

üso 



»•+1 "Vl+x darx'> — l 2 \ dx" äxf 



«i'^V r!/ 1 ^ ir-Vf 



dx^-^^ 2 \(I — a?/-^^ (1 +ir)''+^ 
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Die der Potenz inyerse Function 

y = log a? 
fahrt überhaupt zu einfachen Besultaten. Es war 







dy 1 
dx X 


= x~ 


-1 

• 


Man findet nun leicht 








• 


dx^' 


— x-\ 


dh) 
da?' 


= 2ir-»; 


allgemein 


dx' 


-.{-\f- 


Hr- 


-1)!»-'. 


Wenn femer 




y = 


■.a% 




so ist 










f» = »-,.ga, 


dx'>="' 


'■ log log a, 


dhf 
dx»' 


= a*logl 


nnd überhaupt 


• 


= a log 
dx 


a. 



IL 



m. 

Ist also a = e, so kommt man zu dem bemerkenswerthen Ergebnisse 
dass die Exponentialfunction (im engeren Sinne) sich bei beliebig oft wieder- 
holter Differentiation stets reproducirt. In der That folgt aus in 

ma. 





dx' 


Wenn gegeben ist 


y = sin a?, 


so hat man 




dp _ 

dx 


cos X = Sil 


d^y 
dx^ 


— sin a? = Sil 


dx^ 


— cos a; = Sil 



iC-l-2 



d^ 



dx^ 
und zeigt leicht, dass allgemein 






x + Z- 



^=^(x + r-l\ Vf. 

dx' \ 2; 
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Ersetzt man nun hier x durch x-^ -^tz^ so wird 



^ ass cos a; 
dx' 



= cos |ä? + r« ~|- rVa. 



Bei den bis hierher hetrachteten Functionen war es in jedem Falle in 
einfacher Weise möglich, eine allgemeine Formel aufzustellen, nach der ein 
beliebiger Differential quotient z. B. der r^% direct berechnet werden konnte, 
auch wenn die vorhergehenden Differential quotienten nicht bekannt waren. 
Dies ändert sich aber, und wir stossen auf Schwierigkeiten, wenn wir uns 
der Betrachtung der anderen Ereisfunctionen sowie überhaupt zusammen- 
gesetzter Functionen zuwenden. Wir kommen dann nicht mehr ohne Weiteres 
zu Formeln, aus denen irgend ein Differehtialquotient yon beliebiger Ordnung 
direct berechnet werden könnte. Sei z. B. 



Wenn wir hier zunächst zu 



y = 


' tang X. 


dy _ 


1 


dx 


"~ cos^a; 



und von da durch weiteres Differentiiren zu den höheren Differentialquotienten 
übergehen wollten, so würden sich Formeln ergeben, aus denen wir kein 
Bildungsgesetz würden erkennen können. 

Zu besseren Ergebnissen gelangen wir, wenn wir setzen 

^ cos ^ SS sin X, 

Dann ist der r^ Differentialquotient der rechten Seite durch Formel IV 
bestimmt, und links werden wir zur Herstellung derselben den Satz über 
die Differentiation eines Productes anwenden. Bezeichnen wir hier die 
Differentialquotienten von y nach der Lagrange'schen Weise, also durch 

^ dx' ^ dx^' •••' ^ dx'' "" 
so erhalten wir folgende Beihe von Gleichungen: 

y'cosx-h y cos la; + y j = sinia? -+-yj 

y"co8a?-+-2y cos (a; 4-^1 -f- ^ cos(a? + 2Y)'='?iD (^ ^- 2^1 

/' cos X + 3y cos ( « + y I 4- 3y cos ( a; H- 2y I + y cos I a? -h 3y I 

= sin(a?4-3yj 
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4-1 i[ |y^''"'*^co8(a:-f-Ä?Y|H hycoslar +ryj = 8inf a? + r^l- V. 

Diese letzte Gleichung gestattet nun allerdings die Bestimmung Ton 
^^^^, aber sie erfordert die vorherige Berechnung aller Dififerentialquotienten 
niedriger Ordnungen, d. h. es muss zur Berechnung Ton y^^^ die ganze 
Eette obiger Gleichungen aufgelöst werden. Die für 

rf*" tang X 

aufgestellte letzte Formel heisst aus diesem Grunde eine Recursionsformel. 
Wie man aus obigem System ersieht, werden alle diese AbleitonfMEi, da 
if^^ jeweils den Goefficienten cos x hat, unendlich an allen Stellen, an denen 
coso; verschwindet. 

Ganz analog können wir für 

d^y eTcotanga? 

dx^ dx^ 

eine Becursionsformel herleiten, indem wir setzen 

y sina; = cosd;. 
Es ergiebt sich 

/)sina;H.r/-^>sin(a; + |-) + .. + (^)/-*^ sin (o? + *!-)-»-.. 

+ ysiu|a;-hrY j==cos|a?-hrY)" Va. 

Und ähnliche Formeln ergeben sich für die höheren Differentialquotienten 
von sec^ und coseco;. 

Endlich lassen sich auch die inversen Kreisfunctionen, die cyclo- 
metrischen, in dieser Weise behandeln. Sei 

y = arc sin x , 

wo unseren früheren ^Feststellungen gemäss 

— l^a?g + l, — Y^y^ + y 
Es ist nun 



oder 



«2 



irorans sich zunächst 

y"(l-a!«)-y'a; = 
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nnd, mit einigen leichten Redactionen, allgemein ergiebt 

(1 - ic») /> - (2r — 3) ar/^'> - (r - l)^/-^^ = 0. VI. 

Hiermit ist auch die Differentiation von y = arc cos x gegeben. Denn 
es ist 





arc cos a? = g — arc sm a;, 


also 




■ 






arc cos ■■ arc sm a:. 

dz' 


Ist weiter 




ffssssiTC tang X 



so hat man, nach Capitel IV, 

y (1 -h a?2) = 1 
und findet allgemein 

(1 4- x^ /^ + 2(r — 1) xi''-^^ -h (r — 1) (r — 2)/-^^ = 0, Vn. 
dnrch welche Gleichung auch die Differentiation yon 

y=«arccotanga> = J-arctang«; 

erledigt ist, denn man hat hiernach 

arc cotang a? =» arc tang x. 

dx^ dx^ 

Indessen lässt sich in diesen Fällen doch auch zuweilen mit einfachen 

Mitteln zu einer independenten Darstellung gelangen. Als Beispiel möge 

gewählt werden 

^=r arc tang a;. 
Dann ist 

somit 

f = y ( — sin^ sinU + y) + cosy cos (^^ + y) ) = ^' cosf 2^^ -f- y j 

= cos^y sin 2U 4-^1 

y = yl — 2co8 3^sin^sin2U-f- yJ + 2cos2ysin2(2^ + ^j j 

= 2y cosycosIS^^ H- 2 Y) = 2cos5^sin3i2/ 4- yJ- 
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Diese Fonneln weisen darauf hin, dass allgemein 



^ = (r — 1)! cos^'y sin r f y -h ~ j 



seiD wird, was man in der That auch durch den Schluss von r auf r + 1 
bestätigt. Wenn wir jetzt auf die unabhängige Yariabele x zurückgehen, 
so erhalten wir 

,r X sin ( r arctang — l 

l^!:^^=(_,)'(,_i),_J 1±L. vm. 

(i+x'y 

§7. 

Ein Blick auf die im vorigen Paragraphen entwickelten Becursionsformeln 
zeigt, dass deren Anwendung schon im Falle r ;== 3 beschwerlich und zeit- 
raubend ist. Man wird sich daher die Aufgabe stellen müssen, Formeln 
aufzustellen, durch welche eine independente Darstellung der höheren 
Differentialquotienten geleistet wird. In dieser Beziehung ist B. Hoppe 
zuerst vorgegangen*), dessen Ergebnisse später von anderen, namentlich 
von 0. Schloemilch vereinfacht und in elegantere Gestalt gebracht worden 
sind**). 

Bevor wir uns zu den allgemeinen Darlegungen wenden, welche wir 
hier im Auge haben, möge ein Hülfssatz entwickelt werden, der im Folgenden 
zur Anwendung kommen wird. Wenn z^ x^ S drei reelle Variabein sind, die 
stets durch die Relation verbunden sind 

so ist eine Function von e also stets anzusehen als eine Function der Summe 
(ps -h E). Wir haben also 

M=ax,i)^f(x+i), 

und es ist offenbar 

/■(^ + Ä)~/*W = A^ + Ä, i)-f(x, i)^ax, \^h)-^f{x, Ä), 
da 

f{x^h, 5) = /(^, 5 + Ä)««/-(ic + £ + Ä). 

Es werden also auch die Differenzenquotienten 



*) R. Hoppe, Theorie der independenten Darstellung der höheren DiiFerential- 
quotienten. Leipzig 1845. 

**) 0. Schloemilch, Compendium der höheren Analysis. Band II. Braun- 
schweig 1874. Dieser Band enthält eine Reihe ausgewählter Capitel aus der höheren 
Mathematik, darunter auch eines über die höheren Differentialquotienten. 
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sich demselben Greiizwerthe nähern für unendlich abnehmendes h^ sofern 
far einen dieser Quotienten nur ein solcher Grenzwerth existirt. Es wird 
also sein 

dx dl 

Ganz ebenso finden wir, dass die n^^ Differenz der Function /*(:r + Q ganz 
denselben Werth annimmt, ob wir nun x oder £ um den Zuwachs h ver- 
mehren; und wir dürfen daher unter derselben Voraussetzung wie vorhin 
schliessen 

dx"" di"" 

Hieraus folgt dann aber, dass wir den n^®° Differentialquotienten einer Func- 
tion f(j)o) nach x auch ansehen können als das Besaltat der n -fachen 
Differentiation der Function f{x -j- E) nach S, wenn in demselben S = ge- 
setzt worden ist, d. h. dass man habe 



dTfix) ^ I d^gx -h l) 
dx"" \ dl"" 



^ (a) 

'0 



wo der Index eben darauf hinweisst, dass nach geschehener Differentiation 
£ = gesetzt werden soll. 

§8- 

Die allgemeine Aufgabe, um die es sich hier handelt, und von der die- 
jenigen am Schlüsse des § 6 nur speoielle Fälle waren, ist die. 
Es ist gegeben 

und wird gesucht 

öTz ^ drf{r^{x)) 
dz"" dx"" 

Der einfachste Fall, » = 1, ist schon im vorigen Capitel erledigt worden, 
und man findet leicht folgende Reihe von Formeln 

de df dff 
Ji^-d^'Ji^f^y^'^^''^ 

-ä^=f' (y) • 9" (*) +r(y)' T'»(a^) 

^ = r(y) • <p"'(«) + 3r'Cy) • f'(x) • 9"(x) + f"'(!f) • ?'»(*). 
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Aus diesen Fonneln ist zu vermuthen, dass überhaupt 

sein werde, wo die Factoren Ojj. nur von der Function «p nicht aber von f 
abhängen. Diese Grössen <^ werden sich also durch eine zweckmässig aus- 
gewählte besondere Form von z^=f{y)^=f{^{x)) bestimmen lassen. 

Am einfachsten bietet sich die ganze positive Potenz dar. Wir setzen also 

Dann ist 

+ w!0^. I. 

^ z 
Für — - können wir aber auch noch auf anderem Wege zu einem Aus- 

dx 
drucke gelangen. In der That ist, wenn wir uns des im vorigen Paragraphen 
gesagten erinnern 

dx"" dx"" dx"" \ dV 

Setzen wir nun 

9(iC + S) — <p(a?) = T), 

also 

so ist jetzt 

dx"" \ e?r K 



Entwickeln wir nun (y + y\f nach dem binomischen Satze, so kommt 

($l-(^)-^-(m--(")--*(SfV- 



eT^er n-i(dry\ 
= ny ' — - 

dx"" ^ 



Vergleichen wir diese Formel mit Gleichung I dieses Paragraphen, so er- 
halten wir 

Wir schreiben ^abkürzend 



z,^/^ 
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und erhalten so 



J=rw4+^'(2')-f + "+/^*'ö')-ifcf + "+'^"'^)'i- ^' 



Geht man noch auf die Bedeutung yon t] zurück, entwickelt 

mit Hülfe des hinomischen Lehrsatzes und beachtet bei der Differentiation 
der einzelnen Glieder den durch Gleichung (a) des yorigen Paragraphen 
gegebenen Satz, so erhält man leicht folgende Darstellung der Z- Functionen 






dob 



h 



n 



ax 



§9. 

Wenn wir zur Anwendung der im § 8 erlangten Ergebnisse übergehen, 
so wird uns mit Bück^icht auf die theilweise unerledigt gebliebene Diffe- 
rentiation der cyclometrischen Functionen zunächst der Fall 

interessiren. Dann ergiebt sich 
also 



^k — n 



jfcy = (^)-Ä(*-l)(*-2)..(2*-«-l-l)(2a;) 

und, wenn hier die Gleichung II in § 8 nach fallenden Differentialquotienten 
geordnet wird, 

+ 



Wii haben nun z. B. 

d arc sin x 1 



dx ,/l — fr^ 



i/i 



= fip^^) , y = x^ 



X' 
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und es ist hier 



2n + l 



/•>W^|^- -^-»-;<^-— ) (.-,)-^ 



Wir erhalten also jetzt 



2n + l 



^(1— a:2) 2 i.3...f2w--l) -?^ 



2n-l 



ln\ 1.3...(2n — 3) ,^,«-2, «v" ^ 



2n — 3 



+ 3-»-(:)- '-^-^g.-" w-'(i-.')- ■ 



2n-5 



^4...6.(;).i:i:-;-??=^.«-a-«^-"i 

+ 

Hiermit sind dann nach obigem die höheren Differentialqaotien von 
arc sin x in independenter Form dargestellt. Das gewonnene Ergebniss er- 
scheint übrigens nur als specieller Fall der allgemeineren Anfgabe, die 
Differentialqaotienten einer Function 

r(?(^)) 
darzustellen, wenn 

wo a und [x beliebige reelle Zahlen bedeuten. Die Anwendung der Formel (I.) 
ergiebt hier ohne weiteres 



dx^ \n)^\^^x^^~^\ l.(iJL — w-hl) 



-\- aaj2 



?z(w— l)(w— 2)(w — 3) 



1.2.(ix — w-Hl)(p. 



-W-+-2) V 4aa;2 ) J 
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Schreiben wir hier n — 1 statt n und setzen zugleich a=l, [i.^=n — ^» 

so kommen wir zu einer Formel, welche Jacob i zuerst in Crelle's Journal 
(Band 15) behandelt hat. Es ergiebt sich dann nämlich 

\ n-i = (-1) ;r [nx .(1— a;«)* 

dx V 



Der Werth der hier rechts erscheinenden Beihe B kann aber leicht in 
geschlossener Form dargestellt werden. Denn man setze 

IC 

X^=i cos M, 

dann ist die in der Klammer stehende Beihe in folgender Form gegeben 

R = n cos"""^w sin w — i „ j cos * ~® w sin^ w 4- I j cos """^w siuj u h • • 

Nach einem bekannten Satze aus der elementaren Analysis über die Dar- 
stellung der Ereisfunctionen mit dem Argumente nu durch diejenigen mit 
dem Argumente u ist nun aber 

B = BinnUy 

oder da o; = cos u, u= arc cos x war, 

B = sin (n arc cos x) 
und somit endlich 



1 



d'*-'(l— a;2) , .,„_! 1.3.5...(2W— 1) . , > TTT 

i^ -^ = (— ly ^^ i sin (n arc cos x) . III. 

dx""-^ w 

Setzen wir in Gleichung 11 

a= + 1, [1 = — 1, 
beachten, dass 

setzen in 11 also auch noch n — I an Stelle von n, so erhalten wir 



«Tarctanga; ^ n"-^ fa IV ^^TZL( 



l-("-2)Y/ 



(-Ä^)— •) 



^ (.-3)(.-4) ,,^^^__^ ,, 1. IV. 
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Wir hatten nun oben, wenn 

^ = arc tang x 
gesetzt ¥nirde9 gefdnden 



—~ = (m — 1)! cos"^ sin »* (^ -♦- y] • 

Mit Hülfe dieser Relation lässt sich anch die hier auftretende Beihe in eine 
geschlossene Form bringen. Dabei haben wir «aber, mit Rücksicht auf die 
Form der Zahl w, die folgenden vier Fälle zu unterscheiden 

n = Ap^ 4jp 4-1, 4|?-H 2, 4j?-+- 3. 

Wir erhalten danach diese vier Gleichungen 

cos*^ (arc tanga?) sin Ap (arctaBga;)= ^ * { 1 - (4i? — ^)-^^ 

^ (4 j? -^ 3) > 4 j? n + a;^ « "N 

■^ 1.2 \ 4.x^ ) "*"y 

cos*^ ■*" * (arc taujg x) cos (^4^4- 1 • arctang oc\ 

- (^^>*' (\ (ip 1)1 + ^' (4i>-2)(4j>-3) /l+a:»Y \ 

(H-a;2)** + »V ^4»" 1-2 V 4«" J / 

cos^^ (arctang x) sin (4j> + 2 • arctang a;) = — ^^ — .^ . . ( 1 — 4^» . 

^ ' (l+a;*)^"'' \ ** 

(4i> - 1) (4i» - 2) / l 4- a;^ ' ^ 

■^ 1-2 V 4a;V "^'y 

cos**''"* (arctang «) cos (4i> — 3 • arctang x\ 

(l + aj2)^+\ ^^ ^ 4^2 1-2 V 4ip3 J ^ ) 

Hier ist auch der in vielfachen wichtigen Anwendungen auftretenden 
Function e^^ zu gedenken. Wir erhalten leicht folgende Darstellung 

^c"'"' ,o Nn a«'/i . w(n— 1) w(n— l)(w— 2)(w — 3) 



c?a;* 



=. (2 « .)» e-'fl + ^^ + - (" - ^) ^" - ^^r ~ '^ + • • •) 
^ ' \ 4a a;^ l»2«(4aaj^)2 y 



Ueber das Verhalten der durch die rechte Seite dargestellten Func- 
tion werden wir im YII. Capitel entscheiden können. 

§ 10. 
Sei überhaupt m eine beliebige reelle Zahl und 
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so findet man 



wo 






'.-(*r)-'e-:-)-(^)rl-)— •• 

In den speciellen F&llen m = 2, m = ^9 m-=l lässt sich dieser end- 
liche Ausdrack f&r die Goeficienten [Lj^ summiren. Den ersten Fall haben 
wir oben schon kennen gelernt. Ist m = — 1, so ist also 

1 



-Ki) 



und es ergiebt sich leicht, unter Anwendung des im Yorigen Paragraphen 
beschriebenen allgemeinen Verfahrens 

0=(-i)M-^.r(y)+«(«-i)-«;^r-'^w 



= (- D" (^./^"^(y) + « («- 1)^/"-*^ 



+ (^)(«-1)(«-2)-^^-»Hj,)+...^ 



wo wir rechts wieder die Glieder nach fallender Ordnungszahl der Diffe- 
rentiation angeordnet haben. 

Den Fall M = -ä ^^t Schloemilch zuerst behandelt, im 32. Bande des 
Crelle'schen Journals. Sei also 

Nach unseren allgemeinen Darlegungen ist hier zu setzen 



Setzen wir, indem wir eine neue Variabele t einführen, 

i = xt 

so ergiebt sich, da d^ ^=x^df^ 

Gravelins, Differentialrechnimg. 



1 
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wo der Index an der Klammer also wieder besagt, dass nach vollzogener 
Differentiation von (|/1 4- t — l) in dem Ergebniss ^ = gesetzt werden 
soll. Schreiben wir abkürzend 



80 ist ' 



dt 2 t'-T 
also anch 

-l-T=(<-.T)!r'. 

Wenn wir nun hier beiderseits mit T*~*multiplicirenund die neue Gleichung 
(n — l)mal differentiiren, so kommt 

2 ^^—1 ar-^ dr"' 

und unter Anwendung der Formel für den n^^^ Differentialquotienten eines 
Productes zweier Functionen auf das erste Glied rechts 



dt'-' df "^^"^ ^ dt^-' dt^"' 



Da nun 

jk—Sjrf __ 1 dT 



Ä— 1 dt 



rpK — 1 rpi __ ' ^ 



^h-lrr* 1 <^^ 



k dt 
so erhalten wir endlich, wenn wir ^^0 setzen, 

2\ dt""-' h^^-A dt""-' )o ^\dfTo 
d. i. 

KdfJo 2 Ä-1 A dr-' K 

Durch (k — 1) malige Anwendung dieser Belation auf deren rechte Seite 
kann letztere so reducirt werden, dass nur noch die erste Potenz der 
Function T vorkommt; es ergiebt sich so ' 
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Der Differeotialquotient rechts kann aber unmittelbar entwickelt werden, 
lind zwar ist 



( 



^-t+l^T 



M — k^l 



dt JQ 

Damit folgt nun endlich 
Z. (- 1)—» 






«fc J.3-5---(2» — 2Ä? — I) 



^ 



>»-* + ! 



2;! 



(^'^^J^^^y 1.3.5... (2n — 2A;—l).a?« 



U^n 



Um das Endresultat wieder nach absteigender Ordnungszahl der Differen- 
tialquotienten /^'^(^) anordnen zu können, setzen wir n — k statt A; und 
•erhalten, nach leicht auszufahrender Beduction, 



4.-t , .a /n-l\ /«-HÄJ— 1\ *I_ 



— \ii+t 



Somit ergiebt sich «ndlich ' 



do^ 



(2 ^^y 



4- 



1 {i}/x)''^' 

(»+!)«(« — 1) (n — 2) f* - \]fx) 



1-2 



(2 ^x) 



^\n + 2. 



h 



In besonderen F&llen wird sich die endliche Beihe auf der rechten 
Seite Summiren lassen. Wenn z. B. 



ist, so findet sich zunächst 

(r(l-|-a^y*'"^ ^ (2n— l)...w /a(H-a|/5^)Y""* 



ii 



l-(n~l) 



1 + a|/i 
2a|/^ 



("7')(^)"— •}• 



Hier lässt sich nun die Beihe in der Klammer direct durch den binomi- 
schen Lehrsatz summiren; und femer ist 



und 



(2n — l)(2n — 2)..'^ _ 1 ■ 2- 3 ... (2n— 1) 

gn-i ""2"""^. 1-2. 3 ••.(« — !) 



1.2.3... (2n—l) 1.2.3...(2w— 1) , o . ,« 
^^ i — =r= i^ ^ = 1 . 3 . 5 • . • (2n 

2*-^ 1 . 2 . 3 . . . (w — 1) 2 . 4 . 6 . . . (2w — 2) 

7* 



(2» — 1). 
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Wir kommen also so zu der einfachen Darstellung 



d"(l->ay^a?y" ^ 1.3.5...(2w— 1) a /„ 1 V* 
dz' 2» i/x\ "J 



§ 11- 

Bezüglich transcendenter Functionsformen möge hier nur die Exponential' 
function betrachtet werden. Sei also 

Man erhält aus der allgemeinen Formel des § 8 leicht folgende 

WO 

Zur Betrachtung bemerkenswerther Anwendungen dieser Formel, sowie auch 
zur Erledigung der höheren Differentialquotienten der Functionsformen 

f(Bmx)j f{cosx), f(tmgx), fQogx) 

können wir uns erst im VII. Capitel wenden, da f&r diese Darstellongen 
die Eenntniss mehrerer Keihenentwickelungen nothwendig ist, die erst dort 
gegeben werden. 



w^ 
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Fanctionen mehrerer unabhängig Teränderllehen. 

§ 1. 

Wenn n von einander unabhängige reelle stetig veränderliche Grössen 
^19 • • • 9 ^n ^^^ ^^^^ fernere Veränderliche a gegeben sind der Art, dass zu 
jedem bestimmten Werthsysteme (xi, . . . , a?J , welches characterisirt ist 
durch gewisse Bedingungen, wie etwa 



1 

ß<:a?2<:ß' 



n ^ ' 



<iia oder auch mehrere bestimmte Werthe von ^ gehören, so heisst a eine 
Function der n unabhängig Veränderlichen x^ . . . , x^ 

e = / (^13 • • • » ^„)» 

Auch hier muss daran errinnert werden, dass zum Bestehen der func- 
tionalen Beziehung zwischen z und den Grössen x keineswegs auch das Be- 
stehen eines arithmetischen Ausdruckes von z durch die x nothwendig ist. 

Wir haben oben jede einzelne der Variabein x zunächst auf ein end- 
liches Intervall beschränkt. Die Gesammtheit der Werthsysteme (x^y .,., x^)^ 
welche sich in diesen Intervallen annehmen lassen, nennen wir das Gebiet 
dieser Veränderlichen, für welches die Function z definirt ist; und jedes be- 
stimmte Werthsystem (a?i, . . . , ic^) in diesem Gebiete nennen wir eine Stelle 
des Gebietes oder kurz auch einen Punct desselben. Unsere erste Unter- 
suchung wird sich nun der Frage zuwenden müssen, wann wir eine Function 
mehrerer Veränderlichen in einem Gebiete, in dem sie bestimmte Werthe 
hat, als stetig bezeichnen dürfen. 

Wir wollen, um möglichst einfach schreiben zu können, die Intervalle, 
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auf welche die imabhäDgig Veränderliche zunächst beschränkt wird, so an- 
nehmen, dass 

— hl < Xi < Ä j 

— Äj < X2 < Äj 



n '*'ji ^ '*« 



und mit 0^, 63, . . . , 6^ positive reelle Zahlen bezeichnen, die kleiner als 
die Einheit sind oder auch diese Grenzwerthe annehmen können, also 

Ogöi^l, 0^0,^1, ..., oge^^i. 

Dann definiren .wir: 

Eine Function gz^f^x^^ a:j, ..., x^ mehrerer Veränderlichen 
heisst an einer Stelle {x^^ ..., x^ in einem gegebenen Gebiete 
stetig, wenn es endliche Werthe der Grössen ä^, h^ ..., Ä^giebt^ 

für die die Differenz 

> . ■ • • . • 

/(a?i±6iÄi, «jdbÖjÄ,^ •••i.«»± Ö^ÄJ — /"(a?!, ajg, .-., a?J 

bei jedem Werthe der unabhängig Veränderlichen öj, öjj, .. ., 0^ 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner wird als eine beliebig 
kleine gegebene Zahl. 

Es ist klar, dass wir die Deilnjtion in dieser Form fassen müssen, denn 
nur dann wird . , 

wie wir auch die Grössen Oj, . . . , 6^ nach Null convergiren lassen, das 
Zeichen einer Elementarreibe sein, welcher Umstand nothwendig ist zum 
Best-ehen der Stetigkeit der Function f für das bestimmte Werthsystem 
(d?!, ..., x^ oder an der Stelle (a?i,'..., x^, Nothwendig für die Stetig- 
keit von f im Puncte (a?i, . . . , x^ ist also auch, dass jeder der Beträge 

1 / (^19 • • • 5 ^* =t 6j Äjj., i*^|. _j. 11 • • . » i2?^) — / W) • • • j ^n) I 

(*= 1, 2, ..., w) 

unendlich klein wird, d. h. dass die Function, auch als Function der Veränder- 
lichen a?;(.(fc= 1, . . ., n) allein betrachtet, stetig sei; aber hinreichend ist 
dies doch nicht. Es ist also ein Unterschied, wenn wir sagen: die Function 
ist für alle Veränderlichen, von denen sie abhängt, stetig; oder aber: sie ist 
für jede einzelne unabhängig Veränderliche stetig. 

Wir können somit die Stetigkeit der Function an der Stelle (a?!, ..., 
xj auch so definiren: 

Wenn es möglich ist, an der Stelle (ä^i, . . . , x^ endliche Werthe von 
^1? • • • 9 ^n anzugeben, so dass für alle Werthe, welche gleich oder kleiner 
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als Äj (Je i= 1, 2, . . . , ny sind, ({jc^^ . . . , a?j^ zb 6j^ ä^^, . . . , jpJ eine stetigö 
Function von Xj^ allein ist, der Art, dass der absolute Betrag 

|/*(a?idbeiÄj, .., Xj^±\h^, .., x^±^^h^ — f(x^, .., ar^dbÖ^Ä^t^ ••'««) |<e 

(A;= 1, . . ., w) 

wird far alle Werthe von 6^^ lediglich durch Wahl von \ und ganz unab- 
hängig von den Beträgen OjÄi, ..., \_^\^^, ^^^^hj,^y> ..., ö^ä„, so 
heisst die Function f an dieser Stelle stetig. 

Man erkennt, dass diese Definition nichts anderes ist, als das Analogen 
zu derjenigen der gleichmässigen Stetigkeit einer Function einer Yariabeln, 
welche wir in Capitel n gaben. Wir betrachten Qine Function nur dann 
als stetige Function ihrer Argumente an der Stelle {x^^ . , . , x^^ wenn sie da- 
selb&it gleichmässigstetigistin Bezug auf jedes einzelne dieser Argumente. 

In der That ist jetzt auch 

und wenn wir diese Ungleichung zu der vorhin aufgestellten addiren 
/•(a?! ± Gl Äi, . . . , x^±i KK) — f(p^iy • • • ^ O I < 2 e. 



also dieser letztere absolute Betrag kleiner als die beliebig kleine Grösse 2e 
für alle Werthe von ö^, . . . , 6^^, . . . , 6^ lediglich durch Wahl der Grössen 

Die Bedeutung dieser letzten Definition der Stetigkeit einer Function 
mehrerer Veränderlicher ist darin begründet, dass sie die Untersuchung der 
Stetigkeit einer solchen Function nunmehr immer reduciren lässt auf die 
Untersuchung der gleichmässigen Stetigkeit von f i^ Bezug auf je eine der 
Veränderlichen. 

§ 2. 

Es wird der Fixirung der Vorstellungen dienlich sein, wenn wir zur 
Erläuterung des Vorgetragenen zunächst einige einfache Beispiele aus dem 
Gebiete zweier Veränderlichen betrachten. Das elementarste, welches sich 
uns darbietet, ist die ganze rationale Function 

z = axi X2 ) 
wo also w, n ganze positive Zahlen sind. Es ist 

Ist 



m — k , 



M 



(!)<-' 



/ 
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der grösste der CoeMcienten der einzelnen Potenzen Ton dbO^^Aj, die in 
obigem Aasdruck rechts yorkommen, so ist also 

d. i. 



Setzen wir O^ ^^ <: 1 , so ist auch 

|(a?izbeiÄir— x,'"l<:-af 

Danach wird dann auch 



m ^m\ ^ -mr "1 '^l 



1 — Ol Äi 



Soll nun der Werth rechts bei allen Werthen von O^ und 6^ kleiner als die 
beliebig kleine Zahl e werden, so hat man, wenn X^ der grösste absolute 
Betrag von {x^±,^%h^^ ist, den dies letztere in dem Bereich der Werthe 
von 62 annimmt, nur 

61 Ä, 



1 — ÖiÄj aMX^ 
also 



Ä, 



zu nehmen. Ebenso zeigt sich, dass 

a (a?! zh Ol Äir I (a?j ± 63 Ä,)"— arg" I < 8 
wird, wenn, bei leicht verständlicher Bezeichnung, genommen wird 



aNX^ + £ 



Das erlangte Ergebniss lässt sich wieder, wie im Falle einer einzigen 
unabhängigen Variabein, sofort dahin erweitern, dass wir jede ganze ratio- 
nale Function von mehreren Veränderlichen als eine glcichmässig stetige 
Function ihrer Argumente erkennen. 

Man kann nun leicht auch noch folgendes einsehen. Wenn ^{x^ eine 
stetige Function von Xi und ^{x^) eine stetige Function von x^ ist, so wird 

f{x^,x^)^<^{x{)'^(jic^) 

eine glcichmässig stetige Function beider Veränderlichen. Denn es lässt 
sich hier offenbar 

^{x^ ± öl Äi) I ^{x^ ifc: 62 h) - +(a?2) 
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machen, lediglich durch Wahl Ton h^^ ganz unabhängig von ^ih^; und 
ebenso kann 

gemacht werden, allein durch geeignete Wahl von h^ , welchen Werth Buch 
63^2 haben möge. 

§3. 

Die möglichen Unstetigkeiten einer Function mehrerer Veränderlichen 
werden naturgemäss eine grössere Mannigfaltigkeit zeigen, als diejenigen 
der Functionen einer einzigen Veränderlichen. Einige einfache Formen 
lassen dies schon erkennen. Die Fanctit^n 

/•(ari,a:2) = ^ 

ist unstetig für alle Werthsysteme (x^^ 0), welchen Werth die Variabele Xi 
für dieselben auch, besitzen möge. Der Werth dieser Function an der 
Stelle (0, 0) ist vollkommen unbestimmt. Die Function 



XiX^ 

ist unstetig an allen Stellen (Xi^ 0) und an allen Stellen (0, ^9); sie ist 
far alle Werthe des Argumentes x^ eine unstetige Function von Xi an der 
Stelle o^i = 0; und ebenso f&r alle Werthe Xi ein^ unstetige Function von 
ic:2 an der Stelle 0^2 = 0. 
Die Function 



y/xi^ -h Xi^ 

ist sowohl als Function von iPj, wie als Function von x^ betrachtet, eine 

stetige Function von Xi an der Stelle x^ = 0, bezw. von X2 an der Stelle 

^2=^5 *^ßr sie ist eine unstetige Function von (a?i, Xf) an der Stelle 

X2 ■ 
j?i =0, a?2 = 0. Ganz analoges ist zu sagen über . -^ • 

yXi -H X2 

Die Function 

f(^v ^2) = si*^ *^^ ^*°& ~~ 

möge, mit J. Thomae, so definirt werden für 0:2 = 0, dass sie daselbst für 
alle Werthe von a?i, also auch für x^ = 0, den Werth Null besitze. Dann 
ist diese Function an der Stelle iCj = 0, ä;2 = aber eine unstetige Func- 
tion ihrer Argumente, wenn auch f(xi^ 0) eine stetige Function von Xi und 
/(O, X2) eine solche von x^ ist. (In beiden Fällen ist nämlich der Func- 
tionswerth constant gleich Null.) Bildet man also für ein beliebig kleines, 
jedoch endliches, die Stelle (0, 0) umgebendes Gebiet, die Differenz 

/•(a^i =b Öl 7*1, X2 ± Ö2 Ä2) — /"(a?!, X2), 
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d. h., nach obiger Festsetzang, 



sm arc 



•»'(i^) 



*so lässt 68 sich nun aber nicht ermöglichen, h^ unabhängig von h2 öder 
umgekehrt h^ unabhängig von h^ so auszuwählen, dass 






e 



kleiner als e bleibe. Denn, wenn man diesen absoluten Betrag nur kleiner 
machen will als — p=, so ist dazu unerlässlich, dass stets hi'<.^2^2 gewählt 

werde. Es ist also hi nicht mehr unabhängig von h^. Und überhaupt, wenn 
wir setzen x^ = Äa?2, so wird sin arc tang — = sin arctang Je auch für a:2 = 

endlich sein, während sie daselbst Null werden sollte. 

Wenn wir uns also der Stelle a?i = , ajj = in verschiedenen Weisen 
nähern, d. h. wenn bei der Annäherung an diese Stelle das Yerhältniss Xi : x^ 
verschiedene .Werthe hat, so erhält die Function /*(a?i, x^) alle möglichen, 
zwischen — 1 und + 1 gelegenen Werthe als Grenzwerthe, während sie doch 
für a?i = 0, ar2 = gleich Null angenommen wird. 

ünstetigkeiten dieser Art können übrigens doch bei solchen Functionen 
vorkommen, welche ausschlieslich durch arithmetische Ausdrücke definirt sind. 

Aehnlich ist es mit 

/•(a?!, a;2) = a;i"*a?2"", 
wo 

<: w ^ m , 

wenn man festsetzt, dass an allen Stellen (x^, 0) der Werth der Function 
die Null sei; Dann ist diese Function auch an der Stelle (0, 0) eine un- 
stetige Function der beiden Variabein a?i, X2^ obgleich sie durch die Sub- 
stitution a;2==A;a?i, wieder zu einer stetigen Function 

der Veränderlichen x^ wird. Auch in diesem Falle ist es wieder nicht 
möglich, einen von 62^2 unabhängigen Werth h^ zu bestimmen, durch den 

i(±eiÄ,r(±82Ä2r"i<e- 

für alle Werthe von 6, bleibe. 

Auch bei Functionen mehrerer Veränderlichen kommen jene ünstetig- 
keiten vor, welche durch Abänderung des Functiouswerthes in einzelnen 
Puncten hebbar sind. Hier tritt jedoch noch eine Erweiterung in dem Sinne 



f \i •• •a-- ,1-i-.— 
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hinzu, dass solche Unstetigkeiten nicht auf einzelne Fancte beschränkt zu 
sein brauchen, sondern sich auch auf Theilgebiete des ganzen Gebietes, in 
dem die Function betrachtet wird, erstrecken können. So kann also 
beispielsweise eine Function von zwei Variabein f(xi^ x^ für die ganze 
besondere Werthenreihe, welche etwa (Jurch eine Gleichung g{x^-, x^ = 
aus dem Gebiete (^i, x^) herausgehoben wird, eine solche Unstetigkeit 
aufweisen. 

Bleiben wir bei zwei Variabein, so messen wir die Ordnung des ünend- 
lichwerdens einer Function f{xx^ x^ an einer Stelle (^r^, x^) durch die- 
jenige Zahl 9ft, welche bewirkt, dass fär abnehmende ^j, h^ der Ausdruck 



f{x^ ± Äi» ^2 ± K) • ( j/V±V)"* 



sich einem endlichen, von Null yerschiedenen Werthe nähert. Dies ist 
jedoch nur dann möglich, wenn sich die Zahl m unabhängig erweist von 
der Art, wie A|, /e2'nach Null convergiren, d. h. für jedes Verhältniss hiih^ 
dieser verschwindenden Parameter denselben Werth annimmt. Ist dies 
letztere nicht der Fall, dann bleibt die Ordnung des Unendlichwerdens der 
Function an der Stelle (oti, x^ unbestimmt. Auch kann es eintreten, dass 
eine Function bei Annäherung der Variabein an die Stelle (x^^ x^) für 
jedes Verhältniss hiih^^r^ endlich bleibt, aber unendlich wird, wenn wir 
h^ und Ji2 als Functionen einer unabhängigen Veränderlichen t betrachten, 
Äj = <Pj(t), Ä2=<P2(t), und so Null werden lassen. 

Wenn in einem Gebiete von n Variabein, einschliesslich der Grenzen 
desselben, für eine Function /(xj , . . . , xj die Bedingungen der Stetigkeit 
ohne jede Ausnahme 'für jede Stelle erfüllt sind,' so ist die Function eine 
gleichmässig stetige Function aller Variabein. Dies bedeutet, dass sich 
dann solche kleinsten Werthe ^i » . • . , /'„ finden lassen, die, welchen in dem 
Gebiete enthaltenen Werth auch die Variabein x^^ . . . , x^ haben mögen, 
genügen» um die Ungleichung 

ZQ erfüllen. 

Wäre es nämlich nicht möglich, solche kleinste Werthe der Grössen hj^ 
zu bestimmen, so müssten in dem gegebenen Gebiete Stellen existiren, in 
deren unmittelbarer Umgebung die Bedingung der Stetigkeit nicht anders 
hergestellt werden könnte, als dadurch, dass man die Grössen A^ unter 
jeden angebbaren Werth herabsinken lässt. 

Dies kann aber unter der gemachten Voraussetzung nicht sein, wie 
TO nun zeigen wollen. Unter der Umgebung einer Stelle (a?i, ..., xj ver- 
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stehen wir unter sinngemässer Erweiterung des gleichbezeichneten Begriff 
in der Theorie der Functionen einer Yariabeln alle diejenigen Stellen 

für welche 



*•! I ^^ ^1 ? • • • 9 I ?n 



e 



n» 



WO S] ) . . . , e^ beliebig kleine aber endliche Zahlen sind. 

Wenn nun {x^^ . . . , xj'^) eine Stelle ist, in deren Umgebung die hj^ 
anter jeden angebbaren Werth herabsinken müssen, damit die Bedingung 
der Stetigkeit von f erfüllt sei, so bestimmen wir f&r eine benachbarte 

SteUe 

die Grössen /p^, ..., 7/^ so, dass 

i/-(^iO-€i±6iÄi, ..., ic^o_e^±e,/g_/'(^^o_e^, . . . , a;„o_eJ | < er 

wird, wo (j eine beliebig kleine Zahl. 

Nach unserer Annahme müssten nun, wenn e,, ..., e^ sich der Null 
nähern, auch die Grössen ^^ , . . . , h^ nach dieser Grenze convergiren, wobei 

— ^k'^^kK Ä;=l, 2, ..., w 

immer unter Null bleibt. Dann wird aber durch diesen Process die Stelle 
{x^^^ . . . , x^) offenbar gar nicht erreicht. 

Aber es lässt sich auch, da im ganzen Gebiete die Stetigkeitsbedingung 
für f{xi^ ..., x^ erfüllt ist, noch eine endliche Umgebung (±6iÄ, , ..., 
dr 6^ Ä J für den Punct {x^^^ . . . , x^) angeben, in der 

und in dieser Umgebung sind auch alle Puncto {xi^ — e^, ..., x^ — ej 
nothwendig enthalten, da die Grössen e^ nach Null convergiren und die 
Grössen h^ feste Werthe haben. Folglich ist auch für jeden dieser Puncte 
dieselbe angenommene Umgebung ausreichend zur Erfiillnng der die Stetig- 
keit definirenden Ungleichung, sodass also die oben gemachte Annahme 
im Widerspruche mit dieser Bedingung steht. 



§5. 

Wir betrachten nun, uns auf zwei Variabele beschränkend, die iden- 
tische Gleichung 

/"(a^idbÖiÄi, 0^2 ±027*2) — A^i, a-j) = fix^^i^xlh, x^) — f{x^, x^) 
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An ihrer Stelle können wir auch schreiben 

Lassen wir nun hier hi und h^ nach Null convergiren, so wird, wenn 
fi^u ^2) ^^ Function von a;^ allein betrachtet stetig ist und für x^=Xi 
dfffereiitixrbar iw, d. h. also daselbst identiadie yor^ und rückwärts ge- 
nommene Diferentialquotienten besitzt, offenbar der letzte Difl^resBen- 
qnotient für unendlich abnehmendös A, die Ableitung Yon f(xi^ x^ zur 
Grenze haben, und zwar diese in dem Sinne genommen, dass nur x^ als 
Teränderlich betrachtet wird. 

Man nennt diesen Grenzwerth den ersten partiellen Differential- 
quotienten oder die erste partielle Ableitung von /* nach x^ und 
bezeichnet dienselben nach Jacobi durch 

dx-i dxi 

wo eben durch die Form des d sofort darauf hingewiesen ist, dass es sich 
um eine partielle Ableitung nach Xi handelt, die also unter Kichtberück- 
sichtigung der Veränderlichkeit von x^ erlangt wird. Wir können auch 
wieder, analog wie in Capitel III, schreiben 

df^ci2_^^ lim fi^x -t- Aa?, , a?g) — f(x^ , x^) 

dXi Aar|=0 Aa^i 

Und ganz ebenso, und unter entsprechenden Voraussetzungen wie oben, 
wird man definiren 

^fi^ii^) lim f( ^u ^2 + Aa^a) — fjXj^, x^) 
dx^ A«3=o AiC2 

In der vorhin aufgestellten Formel für die Functionaldiferenz kommt aber 
nicht dieser Differenzenquotient, sondern 

f{x^ ih 9i ^ , a?2 =t= 62 A2) — fi^\ =fc: Qi ^1 , arg) 

±62^2 
oder kürzer geschrieben 

fjx^ + Lx^, a?2 + Aa^g) •— fißO\ + Aa?i, x^ 

AiTa 

Beide Argumentdifferenzen conyergiren nach Kuli. Lassen wir nun tkx^ 
zuerst Null werden, so erhalten wir 

AiTa 
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dessen Grenzwertli f(ir verschwindendes Ix^ oben mit ^ — bezeichnet wurde. 

0X2 

Wenn aber umgekehrt ^rst.Aarg zur Null convergirt, so wird der Grenz- 
werth jenes Differenzenquotieuten offenbar 

df(xi + Aa?|, x^) 
dx2 ' 

der für A^r^ = nur dann gleich 

df(x^,X2) 

dx2 

werden kann, wenn diese Function in Bezug auf Xi stetig ist. Endlich 
bleibt noch die Frage offen, welcher Werth sieh ergiebt, wenn wir in dem 
betrachteten Differenzenquotienten A^i, ^x^ gleichzeitig irgendwie nach 
Null conyergiren lassen. Damit dieser Grenz werth unabhängig von der Art 

der Convergenz gleich ^ — werde, ist nothwendig, dass sich ein ^x^ und 

CX2 

unabhängig davon ein A^^ finden lasse, derart, dass, für limAar^ssO und 
limAa;2 = 0, der absolute Betrag der Differenz 

f(xi-{-Ax^, a:2+Aa?2) — /•(a?i + Aa?i, X2) f(xi-^^iAx^, a^g-j- Ög Aa;,) — fix^-h^i^Xi^x^ 

kleiner als e wird, wenn e eine beliebig kleine Grösse ist, während 6^, 6^ 
alle durch die Ungleichungen 

0^61^1, 0^02^1 

gegebenen Werthe annehmen. 

Diese Bedingung sagt aber nach früheren Auseinandersetzungen nichts 
anderes, als dass der Differenzenquotient eine gleichmässig stetige Function 
von Xi und ^X2 sein muss. Sie ist nothwendig und hinreichend. Da der 
Differentialquotient durch stetigen Uebergang aus dem Differenzenquotienten 

hervorgeht, so. sehen wir nun leicht ein, dass ^-^ eine stetige Function von 

^j sein muss. Denn da obige Bedingung für alle A^r^ unabhängig von A^2 
erfüllt sein muss, so gilt sie auch für Aa;2 = 0, also 

e^T"- ^^ -<' ■ (o^öi^i). 

Aber es kann nicht umgekehrt aus dieser letzteren Stetigkeit auf die 
oben geforderte gleichmässige Stetigkeit geschlossen werden. 

In der oben aufgestellten Bedingung ist übrigens auch die für die 

Stetigkeit von ^-^ in Bezug auf X2 enthalten. Man setze nämlich Oi = 0, 

GXi , ; : ■.';..•• '.': > ... ' 



63= 1 und schreibe jene Ungleichung dann in der Forn^, / ; 
f^x^ + Aa?! , a?2 + Aa?2) — f(xi , a?2 + Aa?2) f(x^ + ^x^,X2) — f{x^ , x^) 






e. 
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Sofern also, was wir aber immer voraussetzen, das Yerhältniss ^Xi 1/^X2 
einen endlichen Grenzwerth 7 hat, wie klein auch Aa^i und Aa;^ selber sein 
mögen*), ist daher 

f{xi 4- Aa?i , gg + Aa^a) — fj^x^ , x^-^ äx^) __ fixi-h^x^, x^—f(x^, x^) 

Aa?! AiTi 



ST 



also f&r AiCi = 

8 f{xi , a?2 -f- Aa;^) d /'(a?^ , x ^) 



«T 



Wir können also folgendes Ergebniss formnliren, wenn wir die Funcüonal- 

differenz 

/•(a?i 4- Aa?i , a:2 -+- Aarg).— fix^ , ar^) 

für verschwindendes Aa^^ nnd Aa^g als totales Differential d/* der Func- 
tion zweier Veränderlichen und die Grenzwerthe dx^ und dx^ von Aa?i und 
Aa;^ wieder als Differentiale der betreffenden Variabein bezeichnen: 

Wenn an der Stelle (arj, x^) die Function /"(«j, x^) stetig ist, 
and der Differenzenquotient 

/•(a?i 4- Aa?i, X2 -h Aa^a) — f{x^ -4- Aa?!, x^ 

Aa?2 

eine gleichmässig stetige Function von Aa;^ und Xi ist, so ist 
^ eine stetige Function der Variabein x^^ ^ — eine stetige 

Function von x^ und, es ist das totale Differential der Function 
gegeben durch 

Die einzelnen Tbeile der Summe auf der rechten Seite dieser Gleichung, 
nämlich 

■K — äXi, ^ — ^aa?2 

OXi dX2 ^ 

bezeichnet man auch als die partiellen Differentiale von f{xi^ x^ nach x^ 
bezw. a;2, sodass wir also auch sagen können: Das totale Differential einer 
Function f(xi^ a^g) ist (unter der ohen aufgestellten Bedingung) gleich der 
Samme ihrer partiellen Differentiale. 

Diese letzte Gleichung kann auch als eine solche zwischen Differential- 
quotienten geschrieben werden, wenn wir für x^ und a?2 ßi^ö Parameter- 
darstellung durch eine unabhängige Variabele t wählen, etwa 



'^) Diese Voraussetzung sagt also nach früherem nichts anderes, als dass die 
Differentiale beider unabhängig Yariabelfi Unendlichkleine gleicher Ordnung sind. 
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Sind Xi^ X2 stetige Fanctionen von t and besitzen an der der Stelle (xi^ x^) 

dxt dx9 
entsprechenden Stelle t die Ableitungen -^, -^, so ist, wenn wir L durch 

dt dividiren 

df df dxi df dx2 



dt dx^ dt dx2 dt 

Endlich kann auch noch geschrieben werden 

df df , df dx^ 



dxi dxi dx^ dxi'* 

wo dann links der totale Differentialquotient yon f nach x^ wohl zu unter- 
scheiden ist von dem rechts aaftretenden partiellen Differentialquotienten 
von f nach derselben Variabcln. 

§6. 
Der durch Gleichung I des vorigen Paragraphen ausgedrückte Satz 
vom totalen Differentiale ist dort auf die gleichmässige Stetigkeit eines 
gewissen Differenzenquotienten gegründet worden. Für die meisten in den 
Anwendungen auftretenden Fälle lässt sich die Bedingung für die Existenz 
dieses Satzes aber etwas einfacher fassen, wie folgt: Wenn an der Stelle 

(a?!, x^ der vor- und rückwärts genommene Differentialquotient -^ — eine 
stetige Function beider Variabein ist und ^ — einen bestimmten Werth be- 



sitzt, so ist 



,^ df ^ df , 



Man kann dann nämlich (Gap. III.) in 

f{xx + Aa?i, X2 + Aa?2) — f(x^, x^) _ fjx^-^äx^. x^ + Aa?2) -— A^n ^2 + ^^2) 

Ao?! A^i 

j /'(gi,a?2"h Aarg) — /'(a;i,a;2) Aa?2 

ökx^ Aa^i 

das erste Glied rechts ersetzen durch 

df{Xi H- OAa;^, X2 -¥ ^x^ 
dxi 

welcher Ausdruck für Aari = 0, Aa;2 = in ^ — übergeht. 



§7. 



Betrachten wir die Function 



f{x^,x^^ ^x^^-x^, 

so ist 

df _ x^ df ^ 



^^1 ^/x^^-^-x^ ^^2 |/a?i2 4.^32 
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Während nun die Function selber in einem beliebigen endlichen Gebiete, 
die Stelle (0, 0) eingeschlossen, endlich und stetig bleibt, werden ihre beiden 
ersten partiellen Ableitungen an dieser Stelle unbestimmt. Der Satz vom 
totalen Differentiale gilt also in diesem Fälle fttr ein die Stelle (0, 0) 
enthaltendes Gebiet nicht ohne weiteres, sondern es sind noch besondere 
Festsetzungen über die Werthe der Ableitungen an der Stelle (0, 0) zu 
treffen, um ihn für ein solches Gebiet aussprechen zu dürfen. 

Die Function * * * 



/"(a?!, x^) = Xi sin 1 a arc tang — I 



= a, 



ist für alle Werthe von Xi^ x^ eine stetige Function ihrer beiden Argumente. 
Sie bleibt auch an der Stelle (0, 0) stetig, wenn wir festsetzen, dass ihr 
Werth far alle Werthe von x^, also auch für 0:2 = 0, Null sei, wenn 

o;^ SS ist. Hier ist nun auch -^ eine stetige Function von x^. Denn es ist 

ft r/A \ ^^ sin ( a arc tang ä-^ I 
a/XO,^^ lim ^ V ^^1/ ^0 

Andererseits ist aber 

o y./ r.\ ^1 siD ( a arc tang — - ] 

^fi^if 0) ^ lim ^ V __?!_/__ 

dx2 Ax2=o Ax) 

solange a?i $ 0, während für Xi = ö 

Öa;2 
wird. Der Satz Tom totalen Differentiale gilt also hier nicht, obgleich die 

Function in beiden Variabein stetig und ^-^ eine stetige Function von x^ ist. 

Man sieht aber leicht ein, dass in einem Gebiete, in dem der Satz vom 
totalen Differential gilt, auch die Sätze I— IV in § 1, Gap. IV, die dort für 
das Gebiet einer einzigen Variabein bewiesen sind, für beliebig viele Varia- 
bele gültig sind. 

§8. 

Wenn wir n unabhängige Veränderliche haben, so betrachten wir eben- 
falls die Functionaldifferenz 

oder kürzer, unter steter Festhaltung, dass iix^ == =b 6^^^;^ 

V = /'(a?i + Airi, ..., x„-h^x^ — f(Xl, .-., xj. 
Wir können dieselbe leicht in folgender Weise darstellen: 

Gravelins, Düferentialreclmung. 3 
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A/-^ -^^ A^, 

+ Ä^^ A^^ 

/*(a?i, a?„ arj-HAajj, .. ., a?^4-AarJ — /•(«!, «3, a^, . . ., ar,+ Aa?J 

Ä^ ^'^ 

/(a?i, a?2, ..., «„_i, a? -i- Aa?J — /"(a?! , a;,, ..., a?^_i, a:J 

und es handelt sich nun darum, anzugeben, was aus A/* wird, wenn die 
Incremente Aa^, . .., Aa;^ gleichzeitig nach Null convergiren. Der Coeffi- 
cient Ton Aar. ist hier am einfachsten zu bestimmen. Er wird für unendlich 
abnehmendes Aa;^ offenbar die erste partielle Ableitung von f nach x^. Der 
Coefficient von Aa?^_j ist 

fi^x, a^a, . . ., aj^_i -4- AaJ^_i, x^ + AarJ — f(x^, x^, . . ., a?^_j, x^ 4- Aa?J 

Aa; 

Ist dieser Quotient eine gleichmässig stetige Function von x^_^ und Aa;^) 
so ist sein Grenzwerth wieder die partielle Ableitung von f nach x^_^. Ueber- 
haupt können wir, wenn alle Aa; gleichzeitig nach Null convergiren, setzen 

df= ^dxi H ^^dx. 

oxi öa:^ *» 

sofern ^ — eine stetige Function aller Yariabeln ic, , . . . , xi ^ — eine 

OXi ^ 1' 7 «7 g^^ 

stetige Function der Variabein ajg, a?3, . . . , x^\ . . . ; ^-^ eine stetige Fune- 

tion von x^ ist. Von der Ableitung nach der letzten Variabein x^ genügt es 
auch schon, wenn nur bekannt ist, dass sie einen bestimmten Werth hat 
an der Stelle (a?!, ..., x^). 

Lassen sich die Veränderlichen a?i , . . . , x^ wieder alle so als Functionen 
einer neuen Variabein t darstellen, dass die ersten Ableitungen 

dx^ dx^ 



, . • . , 



dt dt 

welche zu einer Stelle (a^j , . . . , a? J gehören, bestimmte Werthe besitzen, 

so finden wir auch wieder den totalen Differentialquotienten -^ nach fol- 
gender Formel 

df df dxi dfdx^ 



'• • 



dt dx. dt dx„ dt 
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Es tritt aach häufig der Fall ein, dass die Grössen x^^ ••., x^ sich als 
Functionen einer einzigen unter ihnen auffassen lassen; es sei dies z. B. die 
Yariabele Xi. Dann schreiben wir die letzte Gleichung so 

df df df dXi df dx^ 

^jL^ • • • —1— • 



dx^ dxi dx2 dxi dx^ dx^ 

§9. 

Die beiden zuletzt gegebenen Gleichungen gestatten nun, einige Ergeb- 
nisse des Capitels III zu yerallgemeinem, was dort, wo der Functionsbegriff 
auf das Gebiet einer einzigen Veränderlichen beschränkt war, noch nicht 
Anging. 

Wir hatten a. a. 0. eine zusammengesetzte Function der Art betrachtet, 

dy 
■dass y^^f(u)<t M = 9(ir) war und die erste Ableitung -^ hergeleitet. Wir 

können nun weiter gehen und auch zusammengesetzte Functionen betrachten, 
welche nicht diese einfachste Natur besitzen. Es sei in der That 

und te, i;, ^, . . . Functionen der Veränderlichen x. Dann ist jetzt ohne 
weiteres klar, nach vorigem Paragraphen, dass 

dy dydu dy dv dy dw 
dx du dx dv dx dtadx 

weiin die Voraussetzungen erfüllt sind, die wir im § 5 bei Herleitung des 
totalen Differentials bezw. des totalen Differentialquotienten gemacht haben. 

§ 10. 

Auch an die Differentiation impliciter Functionen einer Ver- 
änderlichen können wir nun herantreten. Es handelt sich dabei um die 
Lösung folgender Aufgabe. Eine Grösse y ist als Function der Veränder- 
lichen X gegeben durch eine Gleichung 

/•(«, y) = o, 

dy 
•es soll der Differentialquotient -^ berechnet werden. 

Wir werden nun f(x, y) als Function der beiden Veränderlichen x^ y 
betrachten. Wenn dann an der Stelle (;r, y) die partiellen Ableitungen 

ö-, -j— existiren, d. h. darchaus bestimmte Werthe haben, so wird sein 






8* 
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Da aber die Function f{x^ y) an allen Stellen des Bereiches ihrer Yariabeln^ 
für welchen sie definirt ist, den constanten Werth Null haben soll, so ist 
nothwendig auch überall in diesem Bereiche df^=^ 0, so dass wir erhalten 

•^dx + ^dy^Q. 
dx dp ^ 

Und dies können wir nun nach dem, was über die partiellen Ableitungen 
von f vorausgesetzt wurde, auch schreiben 

dx dy dx ^ 
woraus sich endlich ergiebt 

dx dx* dy 



Um ein Beispiel zu haben, werde die Gleichung betrachtet 



Es ergiebt sich 



also 



dx a2 ' dy" ¥' 
dy h^x 



dx a^y 

Mit Rücksicht auf die gegebene Gleichung wird dies 

dy hx 



dx 



a j/a^ — 



X' 



Namentlich bei dem Studium der algebraischen Functionen wird die in 
diesem Paragraphen aufgestellte Formel von Bedeutung werden. Ist y als 
Function von y definirt durch eine Gleichung der Form 

wo die Grössen Aq^ . . . , A^ ganze rationale Functionen von x sein mögen,, 
so heisst y eine algebraische Function von x. Ihre erste Ableitung: 
ergiebt sich also, nach unserer Grundformel, wie folgt: 

dy A'^y"" + A'^y""'^ -¥ • • • + ^' 



dx nÄQy'' "^H ^ ^n-i 

wenn mit -4'o, ..*, A'^ die ersten Ableitungen der Functionen A^^ ..., 
A^ bezeichnet werden. Auf die Behandlung der algebraischen Functionen' 
gehen wir erst im zweiten Baude in Verbindung mit der Untersuchung der 
Integrale dieser Functionen ein. 
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, § IL . 

Es werde noch der Fall betrachtet, dass zwei Gleichungen geg^eben sind 

wo wieder x die pjijkhbängige Variabelie^ und y, ei Functionen derselben 
bedeuten. Auch hier werden die totalen Differentiale dh und dg Null sein, 

sodass wir erhalten 

dh j dh , dh , 
-da^^-dy-^^^dz^O 

^ ^ ^ dx , Öy ^ 9^ 

Denkt man sich in diesen Gleichungen statt der Differentiale dXy dy\, dz 

die Differentialquotienten ^ ^ 

dy dz 

, dx^ dx 
eingeführt, so erhält man durch Auflösung der Gleichungen 

dhdg dhdg 





dy dxdz dßdx 


1 ; 


dx~^ dhdg dhdg 


I 


dedy dydz 


. 


dhdg dhdg 




dz dydx dxdy 




dx^ dhdg dhdg 




dzdy dydz 


Als Beispiel seien 


die Gleichungen 


• 


«2 H- y^ + ^* — »-2 = 




aa? H- ßy + T^ — § = 



betrß,chtet, wo r, a, ß, 7, S Gonstante sind. Aus ihnen ergiebt sich 

xdx-h ydy -^ zdz =^0 
adx-^^dy-h^dz^O^ 

die sich auch so schreiben lassen 

dxidyidz ^ (j^y — ?z) : (az — 70?) : (ßrr — oLy), 

und woraus sofort die Werthe der Ableitungen Ton y und z nach x zu 
entnehmen sind. 

Es ist nun auch leicht ersichtlich, wie man in dem allgemeinen Falle 
verfährt, wo n Gleichungen zwischen einer unabhängigen Yariabeln x und n 
von ihr abhängigen Functionen y,z^u^ .,, vorliegen. Diese Gleichungen seien 

f{x, y, z, u, ...) =0 
gixy 3^, ^, w, ...) = 
h{x, y, z, u, ...) = 
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Dann sind also f^ g^h^ .,. wieder zusammengesetzte Functionen, deren 
Werthe durchaus Null sind, und deren totale Differentiale daher auch ver- 
schwinden. Es ist also 

--dx-k-^dy -J^ ^ dz -^ r^ du '{'•*• ^0 
ox oy ^ ojs du 

J^dx + :^dy -h^de-¥- ~^du-\ = 

ox oy ^ oz du 

dh - dk y , dh j , dh , - 

^-dx-\- ^-dy-h ^— dz + ^-du -h*" =^0 

ox oy ^ oz out 



» • • • 



und durch diese n Gleichungen werden die n Differentiale äyj dz^ du^ . . . ,. 
oder auch die n Ableitung 

dy dz du 
dx^ dx dx 
bestimmt. 

§ 12. 

Diese Formeln der Differentiation impliciter Functionen werden nament- 
lich in denjenigen Anwendungen auf die Geomeirie von Wichtigkeit, wo e& 
sich um die Elimination sogenannter 5, willkürlicher Constanten oder Para- 
meter^ handelt. So ist z. B. 

^ + _^^! 1 = 

die Gleichung eines Kegelschnitts. Geben wir nun der Grösse h ein für 
alle Male einen festen Werth, lassen aber k alle möglichen Werthe durch- 
laufen, so stellt für jeden einzelnen Werth von k die Gleichung einen ganz 
bestimmten Kegelschnitt dar. Die vorgelegte Gleichung wird also ein 
ganzes System von Kegelschnitten darstellen, wenn wir die in ihr vor- 
kommende constante (d. h. von x, y unabhängige) Grösse h alle möglichen 
Werthe annehmen lassen, oder, mit anderen Worten, wenn wir h als will- 
kürliche Constante behandeln. Und ganz allgemein ist 

/*(«, ^, c) = 

die Gleichung eines Curvensystems, wenn die Constante c willkürlich ist, 
d. h. wenn ihr alle möglichen, beliebigen Werthe beigelegt werden. 

Wir werden nun später die Frage behandeln nach denjenigen Eigen- 
schaften eines solchen Curvensystems, welche von der willkürlichen Con- 
stanten unabhängig sind. Zu dem Ende muss also eine Relation zwischen 
den Coordinaten x^ y hergestellt werden, in der die Grösse c nicht mehr 
auftritt. Wenn nun gegeben ist 

f{x, y, c) = 0, 1. 
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so liefert die Differentiation dieser Gleichung 

K + K^^Q 2. 

dx dy dx 

und aus der Elimination von c zwischen 1. und 2. geht dann eine neue 
Gleichung 

zwischen x^ y und der Ableitung von y hervor, die die geforderte Belation 
ist. Diese Gleichung 3. ist aber ganz unabhängig von den besonderen 
Werthen, welche wir der Constanten c in 1. beilegen. Sie heisst eine Diffe- 
rentialgleichung, und in Bezug auf sie wird die Gleichung 1., welche 
also die willkürliche Constante enthält, die ursprüngliche oder primitive 
Gleichung genannt. 

Wir können auch hier wieder verallgemeinernd weitergehen und ein 
System von n Gleichungen betrachten, welche stattfinden zwischen einer 
unabhängig Veränderlichen ^, n Functionen ^, ^, u^ «;, ... derselben und 
n willkürlichen Constanten c^, C2, ..., c . Sei gegeben das System 






4. 



/"»(^i y^ ^, w, . . .; Ci, . . ., cj = 0, 
so ergiebt die Differentiation dieser Gleichungen die n folgenden 

dx dy dx dz dx du dx 
dx dy dx dz dx du dx 



dx dy dx dz dx du dx 

Aus den 2n Gleichungen 4. und 5. können nun die n willkürlichen Con- 
stauten c^^ . . . , c^ eliminirt werden, und man erhält so n Gleichungen 

■n^ ( dy dz du \ ^ 

TT / dy dz du \ ^ 

F,^x,y,^,«,...;^-^, ^-, ^, ...j = 

„ / dy dz du \ . 

J^^\x,y,z,u,...; j^, ^, ^^, ...j-U, 
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welches wir als ein System simultaner Differentialgleichungen 
bezeichnen. Die Gleichungen, von denen wir ausgingen, heissen das zu- 
gehörige primitive System. 

§ 13. 

J : ; 

Die partiellen Ableitungen ^ und -^ einer Function f(x^ y) zweier 

unabhängig Veränderlicher sind selbst wieder Functionen der Grössen x und y. 
Sie werden im Allgemeinen daher auch wieder partielle Ableitungen nach 
X und y zulassen; und zwar bezeichnen wir mit 

82/ 0V 



. — «» 



dx^ dxdy 

die resp. Ableitungen von ö~ uach x und ^, und nennen sie bezw. die 
zweite partielle Ableitung von /*nach x und die zweite partielle 

Ableitung von f nach x und y. In analoger Weise gehen aus -^ 
die neuen Functionen 

dydx^ dy^ 

hervor, die bezw. die zweite partielle Ableitung von /* nach ^ und ^, 
und die zweite partielle Ableitung von /'nach y heissen. 

An den einfachsten speciellen Functionen war nun leicht zu erkennen, 
dass für diese die zweiten partiellen Ableitungen nach beiden Variabein 
identisch werden, d. h. dass der Werth dieser Ableitungen unabhängig ist 
von der Beihenfolge der Differentiationen nach x bezw. y. Es entsteht so- 
mit die Frage, ob diese Eigenschaft den in Rede stehenden partiellen 
Ableitungen überhaupt zukomme. Zur Beantwortung derselben giebt es 
folgenden Satz: 

Wenn die folgenden partiellen Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen einer Function f{x, y\ nämlich 

dx dy dxdy dydx 
stetige Functionen von x^ y sind, so hat man immer 

dxdy dydx 
Setzen wir 

und betrachten den Ansdrack 

F^' fix + h, p + k) — f{x -h h, y) — Kx,y + k) + f(x, y). 
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.Man erkennt, dass derselbe sowohl die naoh ^ genommene Different von 

wie anch die nach y genommene Differenz yon 

f(x-^h,y)-f{x, y) n. 

ist Differentüren wir nnn den Ansdnick I partiell nach^, so kommt 

fi(x, y + Ä) — ^i(a;, y) 
und analog ergiebt die partielle Differentiation des Aasdruckes n nach y 

f^(x-hh, y) — f^(x, y). 

Nach einem schon oft benutzten, im III. Capitel entwickelten Satze, dessen 
Yoranssetznngen hier nach den Bedingungen, wielche wir oben in unserem 
Satze aufstellten, erf&Ut sind, kann man nun also setzen: 

jP=Ä{/i(a? + eiÄ, y-+-Ä;)-/i(aP4-6iÄ, y)} 
und auch > 

F=^h{f^{x-^h, y + öa*) — /i(a?, y + M)}. 

wo also einmal F nur als Function von Xy das andere Mal nur als Function 
von y aufgefasst ist. Dividirt man diese beiden Ausdrücke von F durch 
hky 80 kommt 

fijx 4- Oj^, y 4- Ä?) — f^(x -h e^A, y) ^ f^jx 4- ^, y 4- QgA;) — f^(x, y 4- ^^k) 

h k ' 

Für unendlich abnehmendes k hat der Ausdrück links den Grenzwerth 
-5- 1 -^ — ^ — L_2jy \ ^jj^ ^gy Ausdruck rechts hat fir unendlich klein werden- 

dy\ dx J 

des h den Grenzwerth ^( — ^~^ )' ^®^° ^^^ *' ^ gleichzeitig 

unendlich klein werden, so werden diese beiden Grenz werthe auch gleich- 
zeitig erreicht werden wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Functionen 
A(«> y% /a(^» y)^ sodass also folgt 

dxdy dydx ^ ' 

Das Besultat lässt sich sofort verallgemeinern. In der That erkennt 
man, dass immer 



«"'8/8«''... 8a:'"+*+"8y".-t" 



(a') 



«wenn von einer der beiden Seiten dieser Gleichung bekannt ist, dass sie 
eine stetige Function von x und y ist. Denn da nach (a) zwei aufeinander 
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folgende Differentiatioiien, die eine nach x^ die andere nach ^, nnter ein- 
ander yertanschbar sind, ohne das Ergebniss zn ändern, so kann man, wenn 
es sich dämm handelt, zuerst n-mal nach x^ dann m-mal nach ^, dann 
wieder jp-mal nach x u. s. w. zu differentiiren, offenbar durch wiederholte 
Vertauschungen von je immer zwei aufeinander folgenden Differentiationen 
es dahin bringen, dass zuerst alle Differentiationen nach x hintereinander 
erledigt werden, und dann erst diejenigen nach y vorgenommen werden. 

Diese Gleichungen (a), (a') werden unter den nämlichen Voraussetzungen 
ihre Geltung auch dann noch behalten, wenn die Function f von einer 
beliebigen Anzahl unabhängiger Veränderlichen, neben x^ ^, abhängt. Es 
ist dies nur eine fernere Erweiterung von (a'). Denn wenn wir die par- 
tielle Ableitung n^^ Ordnung einer Function von p Variabein bilden, so 
können wir [wieder nach (a)] die Ordnung je zweier aufeinander folgenden 
Differentiationen vertauschen, und somit die vorgeschriebenen Differentiationen 
in beliebiger Folge ausfahren, sofern nur die bei einer bestinunt gewählten 
Folge sich ergebende Function sich als stetige Function aller in ihr ent- 
haltenen Variabein erweist. 

Es ist also unter diesen Voraussetzungen z. B. bei einer Function von 
vier Variabein /*(rci, aj^, a?3, 0:4) 

dxi dx2 dx^ dxi dxi dx^ dx^^ dxi dxi dx^ dx^ dxi 

u. s. w. 

öa;i^öa:2^ dx2^dxi^^ dx^dx^^ dx^^dx-^^^ tix^tx^ tx^fix^ 

u. s. w. 

Hängt die Function f von p unabhängigen Veränderlichen ab, so be- 
sitzt sie im Ganzen l'^j partielle Ableitungen zweiter Ordnung; und all- 

(pjL-n — 1\ 
I die Anzahl der partiellen Ableitungen n^^ Ordnung 

einer Function von n Variabein. So sind z. B. folgendes die partiellen 
Ableitungen dritter Ordnung einer Function dreier Variabein /"(a?!, x^^^ x^ 

d^f d^f 8V d^f d^f d^f 

dxi^ dx^^dx^ dxi^dx^ dxidx^^' dxidx^^^ dxidx^da^' 

dxQ^ dx^^ dx^ dx2 dx^^^ 

dx^^' 

Auch für die partiellen Ableitungen lässt sich eine Bezeichnungsweise 
wählen, welche der von Lagrange bei Functionen einer Variabein gebrauchten 
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entspricht, indem man das Ableitangszeichen noch mit einem unteren Index 
yersieht, der auf die Veränderliche hinweist, in Bezug auf welche differen- 
türt ist* 

So wird man also setzen 

Und allgemein ist 

die n*« Ableitung einer Function von p Variabein a?, y, ^, ..., die ent- 
standen ist durch jx-malige Differentiation yon f nach x^ X-malige nach ^, 
V- malige nach z u. s. w., wobei zu beachten, dass die Summe 

ist. 

§ 14. 

Wir hatten oben den Ausdruck für das totale Differential einer Func- 
tion beliebig vieler unabhängiger Variabein hergeleitet. Beschränken wir 
uns auf zwei Veränderliche, so war also 

df a= ^- dxx + ^ — dx^ . 

OXi ^ ox^ 

Hier sind dx^ dx^ nach einer früher getroffenen üebereinkunft als Incre- 
mente der unabhängig Veränderlichen constant anzunehmen. Dagegen sind 

K-~ und ^ — Functionen von x^ und x^^ somit auch df. Wir können nun 

wieder nach dem totalen Differential dieser neuen Function df fragen. Zu 
bezeichnen wird dasselbe sein durch ddf^ wofür abkürzend, ganz wie bei 
Functionen einer Veränderlichen, geschrieben wird d^f; und wir nennen 
d^f das zweite (totale) Differential von /*. Es ist nach dem oben gesagten 
offenbar 

X — • dxi -\- d - — 
OXi 0x2 



d^f= d ^ • dxi -\- d —^ . dx2 



und nach § 5 



, df dH , öY , 

a^_ ^2L_ax + ^ dx 
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and somit 

^Y= Ä dx^^ H- ^^^dx^ dx^ + Ä dx^K L 

Es ist leicht zu sehen, wie man hieraus zum dritten Differential gelangt 
u. 8. w. Allgemein findet man 



öT..« . . öV 



ä^ f ^ —^dx;" '\- n ^^^ d V^^2 + 



8V 8a;i ~'öa:2 

dx^ dx^ 



'^ffl e^r/-^-^ ^^'""*'^'''''^"'^^'^^"- "• 



Dieser Satz ist offenbar in den Fällen n = 1 , n = 2 richtig. Er wird dem- 
nach überhaupt richtig sein, wenn aus seiner Gültigkeit für eine Zahl n 
auch die für n + 1 sich folgern lässt. Differentiiren wir zu dem Zwecke H, 
so erhalten wir otfeübar einen Ausdruck von der Form 



Ö*+V ^ n+l ö"^V 

8a?i" + ' dXi^'dx^ 



^'^'f-^ldl^^^''^"'^^^:r-^^^^''^^ + 



+ ^i i"ä~i — i^ idx^ OX^ -h-'H rXTO«2 






Nun entsteht das Glied 



n + « — t 



'* ^3~i — l J^^l ^^ 



dieser letzten Formel aus dem allgemeinen Gliede von II, indem dieses nach 
Xi^ und aus dem vorhergehenden Gliede von n, indem dieses nach x^ diffe- 
rentiirt wird. Diese Glieder haben aber, wie man sieht, die Coefficienten 



1,1 und I , .1, wonach also 



'*=(*)+G-i) 



d. i. nach einem schon öfter benutzten Satze 



fn -+• l\ 



Mit diesem Ergebniss ist aber die Richtigkeit Yon II bewiesen. 

Die Betrachtung der Gleichung II legt es nahe, für diesen Ausdruck 
des n^^ Differentiales einer Function zweier Yariabeln eine sogenannte 
symbolische Darstellung anzunehmen, indem man nämlich schreibt 



'^^=(Ä'^'-^Ä''4^' """ 
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welche Formel nun also so zu verstehen ist, dass man sich zuerst die 
n^ Potenz des Binoms 

n 



fe'*^'-^4'^*"0' 



entwickelt zti denken, und dann jedes Product wie 

—^ f 

durch die denselben Zahlen n — k^ k entsprechende partielle Ableitung 

za ersetzen hat. 

§ 15. 

Wenn eine Function f(x, y^ /s, u, .. .) zusammengesetzt ist aus den. 
Functionen Xj y, ^, u, ... einer unabhängigen Variabein t^ so ist, wie wir 
oben fanden 

ä£^dfdx dfdi d^dg dfdu 

dt dxdt dydt dzdt dudt 

an Stelle welcher Formel wir auch schreiben können 

df =^ ;^ dx -\' 1^ dy -^ ^ dz '\' ^ du-\ , 

ox <iy oz oti 

wonach also das erste totale Differential einer Function immer dieselbe 
Gestalt hat, ob nun die Argumente, aus denen die Function gebildet wird, 
als unabhängige Veränderliche oder aber als Functionen einer einzigen 
unabhängigen Variabein betrachtet werden. Wir wollen uns nun zur Dar- 
stellung der höheren totalen Differentiale von /wenden, in der Voraussetzung 
dass die Argumente x^ y^ Zy u, .. . sämmtlich Functionen einer unabhängigen 
Veränderlichen t sind. Dabei mögen der Kürze wegen die Formeln immer 
nur für zwei Argumente «, y geschrieben werden. Wenn wir nun hier vom 
ersten Differentiale 

df^l^dx-hl^dy I. 

ox oy 

ausgehen, so ist für die Berechnung von d^f nun wohl zu bedenken, dass 
für diesen Fall dx^ dy nicht mehr constant sind, wie im vorigen Para- 
graphen. Hier haben wir 



dx==f^dt, dy^^f^dt; 



df df 



und femer sind ^, x-- zusammengesetzte Functionen der Argumente a?, y. 
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Es ist also zunächst bei der Bildang von d^f der Satz för die Differentiation 
der Producta anzuwenden, wonach sich ergiebt 



^f-iv^ 



dx-h ^ ' d^x 

ox 



und dann sind die Differentiale ^(0-^)9 ^(ä^I als totale Differentiale von 
Functionen zweier Argumente zu bilden. Also 

iH)- Z --äffe^» 

Sofern also f^y{Xy y) eine stetige Function ihrer beiden Argumente ist, 
d. h. der Satz aus § 13 gilt, finden wir nun für d^f folgende Darstellung 

Hieraus erhält man durch eine neue Differentiation d^f^ aus diesem d^f 
u. s. w. Dieser Ausdruck n unterscheidet sich nun von dem im yorher- 
gehenden Paragraphen gefundenen d'^f{x^ y)^ wo o;, y als unabhängige 
Yariabele aufgefasst waren, durch die hier noch hinzugetretenen Glieder 
mit den Factoren d^x^ d^y^ welche dort fehlen. Die Gleichheit des Aus- 
drucks für das Differential einer Function f{x^ y), einerlei ob o;, ^ unab- 
hängige Veränderliche oder Functionen einer anderen Unabhängigen sind, 
ist also lediglich auf das erste Differential beschränkt. 

§ 16. 

Wir wenden uns wieder zur Betrachtung der impliciten Functionen 
«iner Veränderlichen. Sei demnach y als Function von x definirt durch 

f(,x, y) = 0. 

Dann ist f also wieder eine zusammengesetzte Function von o?, y^ die den 
Constanten Werth Null hat. Wenn wir die Ableitungen von y nach x be- 
stimmen wollen, so werden wir die Beihe der verschiedenen Differentiale 
von f aufzustellen und dabei erstens zu beachten haben, dass dx als Diffe- 
rential der unabhängigen Variabele constant ist, dass also d^x^ d^x^ . . . , 
^x^ . . . , sämmtlich verschwinden, und dass ferner sämmtliche Differentiale 
von f ebenfalls Null sind, da /' für alle in Betracht kommenden Werth- 
systeme x^ y Null ist. Demnach erhalten wir dann folgendes System von 
Gleichungen 



^j^WfW^^'^^^ "^ 
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ox oy ^ 

Ans diesen GleichuDgen wird man dann nacheinander die Differentiale dy, 
d^y^ ... und aus diesen die Ableitungen 

dy d^y 
dx dx^ 

berechnen. Es wird sogar vielfach förderlich sein, wenn man die Formeln 
direct mit Ableitungen, nicht mit Differentialen ansetzt, also z. B. die 
beiden ersten Gleichungen so schreibt: 

Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass alle die hier auftretenden partiellen 
Ableitungen von f(x, y) für die betrachteten Werthsysteme (a?, y) der 
Stetigkeitsbedingung genügen. Endlich ist klar, dass die Ableitungen von 
y nur dann aus obigen Gleichungen sich werden berechnen lassen, wenn 

nicht ^ = an solchen Stellen («, y), für die f{x^ ^) = 0. 
ex 



§ 17. 

Das Problem des vorigen Paragraphen ist noch in folgender Weise zu 
verallgemeinern. Es sei gegeben das System von n Gleichungen 

fi{x\u^,U2, ..., wj = 

durch welches die n Grössen «i^ , . . . , 2«^ als Functionen der unabhängig 
Veränderlichen x definirt werden. Die Functionen f sind also zusammen- 
gesetzte Functionen von x mit dem constanten Werthe Null, und daher 
auch ihre sämmtlichen Differentiale aller Ordnungen Null. Demnach werden 
sich die ersten Differentiale du^^ du^-, •*., du^ berechnen lassen aus dem 
System 
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8/i 



dx 



'~dx 






dUo 



du 



2 



OX OUi * OU2 



du » 



= 



= 



n. 



K 



007 OUi 



dui 4- o — ^% + 



ÖM2 



du *• 



aasgenommen den -Fall,* in welchem die ans den partiellen Ableitungen 
g— gebildete Determinante 

df- iss 1, 2, . . . , w 



oder 



öw. 



6% de^ 



• ) 



PA 



dui ou du 



n 



= 



wird. Ans Gleichung n folgt dann durch nochmalige Differentiation, wobei 
wieder zu beachten, dass dx constant ist, 

(^'fxdx'+2j^dxdu. 



\dx^ 



dx dtii 



) H^^"* li '^«. 



Mj... \_ 



du 



(^«.j^O 



( 



8V1 



a 



dz^ 



dx^ 



eVs 



dxd 



'^dxdu,+-..] + fl^ da«, + M d^u^ 



+ 



1^2 

8m 






m. 






+ 2 



8Y, 



ÖiC^«* 






8t«2 



^'«*„)==0, 



aus welchem System sich die zweiten Differentiale d^Uj^ bestimmen, wiederum 
sofern nicht die oben angegebene Determinante yerschwindet. Eine erneute 
Differentiation der Gleichungen III führt dann zu einem ferneren System, 
aus dem die dritten Differentiale d^Uj^ zu berechnen sind, u. s. w. 
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•■:•.' •. ■ .: ..§ 13. . • :• ■■•... i» - 

Auch die früher schon betrachtete Aufgabe der Eliminatioli'^ktbriicher 
Constanten kann nnn in erweiterter Form behandelt wenden. Es wird dabei 
genügen, wenn wir uns auf den einfaciisten Fall 'beschränken, wo eine 
Gleichung 

f(x, y\ 6*1, C2, . .., = ^ I- 

gegeben, die n willkürliche Qonstanten enthält, und durch welche,.^ i^s Func- 
tion You X definirt ist. Bifferentüren wir flie gegebene fil^ichung H-:mc^, 
so ergiebt sich das uns schon bekannte System . ;. .'( . .' i ,; . 

^dx^*^^-^dxdy-h'p.dy^-^^ ' 

f ox* dxdy . oy^ ^ 8^ ; ; > .: 



. ll 



Die Gleichungen I und II consütuiren nun ein System 'von n + 1 Gleichungen, 
aus denen man die n willkürlichen Constanten c« , . . . • c successive elimi- 
niren kann. Als Resultat dieser Elimination wird dann eine neue Gleichung 
erscheinen zwischen x, y und den n ersten Ableitungen von j^.nach x^ 

• dy d^y 
^' '^^ dx' dx^' •.. 

n 



/ dy ^y d'^yX ^, • 



welche man als Differentialgleichung n^^ Ordnung bezeichnet. 

Man wird bemerken, dass das hier betrachtete Problem, auch als ein 
specieller Fäll ded am Schlüsse des § 5 behandelten betrachtet werden kann, 
welches auf ein System simultaner Differentialgleichungen (erster Ordnung) 
fahrte. In der That, denken wir uns in den Gleichungen II wieder die Ab- 
leitnngen y , . . . , y^^^ an Stelle der Differentiale von y eingeführt und be- 
trachten dieselben als neue Variabel e, so werden die n — 1 ersten Gleichungen n 
in Verbiüdung mit I ein System von n Gleichungen bilden, in denen n will- 
kürliche Constanten vorkommen. Nach der a. a. 0. gegebenen Methode 
haben wir nun dieses letztere System von n Gleichungen zu differentiiren. 
Dadurch erhalten wir wieder das y ollständige System II; und es ist klar, 
dass dieses ersetzt werden kann durch seine letzte Gleichung in Verbindung 
mit den n — 1 Gleichungen ? 

und dass die Elimination der willkürlichen Constanten aas den 2n Gleichungen 
I, n und IV ein System von n simultanen Differentialgleichungen erster 
Ordnung liefern wird, das sich zusammensetzt aus den n — 1 Gleichungen lY 

Gravelius, Differentialrechnung^. 9 
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und der Gleichung III, welche durch Einfuhrung der neuen Variabelen die 
Gestalt erhalten hat 

9(^;y,y', ...,y^"-^ ^^)^^- 

§ 14. 

Wir wenden uns nun zu einer, namentlich für die Anwendung, sehr 
wichtigen Betrachtung. Wenn mehrere Variabele gegeben sind, die von 
einander abhängen, also etwa durch eine Gleichung 

f{x, y, ..0 = 

verbunden sind, dann kann man willkürlich eine unter ihnen als unabhän- 
gige Veränderliche wählen. Im Verlaufe einer Untersuchung kann es sich 
dann aber als angemessen herausstellen, eine andere der gegebenen Varia- 
beln als unabhängig zu betrachten oder auch überhaupt eine neue Variabele 
als solche einzuführen. So ist z. B. durch die Gleichung 

gewöhnlich y als Function der unabhängigen Variabein x gegeben. In 
einigen Fragen wird man aber auch umgekehrt x als Function von y an- 
sehen. Endlich, in der Mechanik des Himmels, findet man es zweckmässig, 
eine neue Variabele t einzuführen, und x und y als Functionen derselben 
darzustellen durch die Gleichungen 

a;==aco8/, y = 6sin^. 

In allen solchen Fällen tritt uns nun die Aufgabe entgegen, die unter Vor- 
aussetzung eines constanten dx berechneten Ableitungen 

dy d^y d^y 
dx" dx^^ dx^^' 

zu ersetzen durch die Ableitungen nach der neuen unabhängigen Variabein; 
eine Aufgabe, die wir auch so formuliren können, dass die gegebenen 
Ableitungen I dargestellt werden sollen a,ls Functionen der 
Differentiale dx^ dy^ indem ^und^ als Functionen irgend einer 
anderen unabhängigen Variabein betrachtet werden. 

Wenn wir nun mit y\ y'\ y"\ ... die Ableitungen von y in Bezag 
auf X bezeichnen, wo also zunächst dx als constant betrachtet wird, so haben 
wir 

dy==y'dx, dy' = y"dx^ dy'* =^y'"dx, ..., 

welche Relationen aber nach dem Satze über die Differentiation einer Func- 
tion einer Function (oder einer einfach zusammengesetzten Function, Gap. 
IV, § 1. VI) auch dann noch bestehen bleiben, wenn x als Function einer 



i 
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neuen YeräiiderHeh^iij also die nicht mehr als constant angesehen wird. 
Wir haben also unter allen Umständen 

was wir ja auch als abgekürsste Schreibweise für 

d^ 
, Ji 
^—di 
dt 

auffassen können. Wenden wir nun auf Gleichung I die Begel über die 
Differentiation eines Quotienten au^ so fiqlgt, welches auch die unabhängige 
Variabele sein möge, 

, . dxd^y — dyd^x 

^^ 4^^ 

oder, da di/ == y*' dx^ 

.; _ dx d^y — dy d^x -, 

^ " dx^ * 

Wenden wir hierauf dieselbe Begel noch einmal an, so kommt 

- ., dx(dx d^y — dy d^x) — 3 d^x(dx d^y — dy d^x) 

^^ di^ 

oder, da wieder dy" = y'" dx, 

j,f dx(dx d^y — dy d^x) — 3 d^x(dx d^y — dy d^x) __ 

y 5^5 — ■ ni. 

In derselben Weise fahren wir fort und erhalten so alle Ableitungen yon y 
nach X ausgedrückt durch die Differentiale yon y und x, genommen in Be- 
zug auf eine beliebige unabhängige Variabele; und zwar schliessen wir aus 
n und in, dass y^^^ sich darstellen wird als Function aller /Differentiale yon 
X und y^ yom ersten bis zum n^^ einschliesslich. Der Uebergang yon dieser 
Darstellung der y^^^ durch Differentiale auf jene durch Differentialquotienten 
ist in jedem Falle leicht zu bewerkstelligen, indem man den Zähler und 
Nenner des darstellenden Bruches durch diejenige Potenz des Differentials dt 
der unabhängigen Variabein diyidirt, welche gleich ist der im Nenner stehen- 
den Potenz yon dx. So wird also 11 z. B. sich auch schreiben lassen 

dx d^y dy d^x 
„ dtdi^~didi^ ^j 

^ ^ IM' ' "' ' 

\dt) 

Nehmen wir in unseren Formeln y als unabhängige Variabele, so ist 
Bun dy constant, also d^y, d^y, . . . gleich Null zu setzen, so dass sich 

9* 
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folgende: FiOrmelQ aigaben, ydu denen uns die erste ber^ite^bei -der Aufstel- 
lung der ersten Ableitung der inverseki Functionen bekannt geiviarden ist; 






dy 



/dxy 



I '.:u 



Ist endlich 'X die unabhätigige 'Veränderliche', so gehen unsere Formeln It, 
III über in die bekannten . , '■ . '•. . 



■, \ 



Für die Anwendung, ist zu bemerken, dass es sich empfiehlt, die ur- 
sprüngliche Schreibweise von n, HI, also mit Differentialen, aus Bücksicht 
auf die Symmetrie x^nd Ueb(^fsichtjl{ich](eilt der Fomeln beizubehalteny d. h. 
mit anderen Worten, die unabhängige Variabele beim Ansätze einer Unter- 
suchung noch nicht zu flxiren. ^ • 



§ 15. 

. In den Untersuchungen der analytischen Mechanik und der mathema- 
tischen Physik tritt folgendes Problem häufig auf. 

Es istf eine Function V gegeben, ^welche von; den Variabeln jv, ^, ^, ,.. 
uüdi .deren sämmtliehen. Ableitungen bis zu einer beüebigeü Ordnung abhängt. 
Dabei ist x alä unabhäügige- YaHabele, . die anderen Grössen' y^ z^ . . • aber 
als Functionen voni; gedacht. Es sollen nun an Stelle von x^ y^ z^ . . ^ neue 
Variabele $, % Ci*«. eingeführt, und von diesen eine, etwa E, als unabhän- 
gige Veränderliche :gelteni Wir fragen nach der, Darstellung von :F durch 
E, T], C) •^•1 und die Ableitungen dieser Veränderlichen. 

Die Darlidgungen > des vorigeti Paragraphen, lösen die8e.Aufgd.be. Wir 
werden . zunächst F vermittels des daselbst Gegebenen, so schreiben, dass 
die unabhängige Variabele nicht fixirt erscheint; dass also F sich darstellt 
als Function von o;, ^, £?, . . . und den Differentialen dieser Grössen. Es werden 
nun die ursprünglichen Vairiabeln mit den neuen durch ein System von 
Gleichungen verknüpft sein, welches etwa sein, inöge 

Durch Substitution dieser Ausdrücke in F werden in dieser Function zu- 
nächst die Grössen E, t), C, ... an Stella von x^ y\0^ ..:. erscheinen. Dann 
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wird inm aus den ebein hingeschrlebeiien Trfm8foipatioxiS|B[leichangeB^ durch 
snccessiTO Differentiation die Differentiale 

bestimmen und ebenfalls in F einsetzen, wodurch dann die Aufgabe gelöst ist 
Einige einfache Beispiele mögen die Technik einer solchen Transforma- 
tion zeigen. 

Wir bettachten dW Function ' ^ ' ' * ' ^ -' ' - • - ' ' ^^ 



1 1-' n «l 



1 j 1 •'<■;/ .11',» 

^. i . ' // < • . , i . • I 



und suchen derenJLusd^ack.dur^h ^wei neue.Y^riabe|e r» t^^^welche mit :r, y 
durch die Gleichungen verknüpft sind 



ajtaxroos i>^' y«=srsint). 
Es ist also zunächst zu schreiben 

i/dx^ -h äy^ 

Und dann haben wir 

dx = — r sin V dv -{- cos v dr 

dy = i r cos V df?»-h sin v eir 

dx^-^dy^^ r^dv^ -hdr^ ; 

sodass sich also ergiebt • ' \. ~ * 

l/r^ dv^ -hdr^ 



■N • . < 



COS vdr — r sin t; dv 
oder, wenn wir v als unabhängige Veränderliche einfuhren 



i-r - > i-r,.' /^ •■:•■/,•■'■., ^ .: ■ . > • •? 't n ' 



'".i 



) 






)".::) .' 



Ar 

' ' COS t;^-— rsih«? 

: Wir woUen weiter iindi ' noch . den gteidi dem/rongenjiiiiiden^eomLe* 
irischen Anwendungen auftretenden Ausdruck ; > i , ^ ) 



) » 



• '• - • . ;• 8 



(-(ar)' 



::w/ ••.;i,i;j- .O . . . .\ . I 1 -4- 1-^ l I ■ ' J •' ";. .'-^T T v-i 



■ *: ^'^ .'•.I T •' ;'■'/ ■ "i • ; / ■ . d^y •/if N .;.. ;■ ? ,.\.- .•.■ i :, :■''.. 

. ,■ . ■; . ' da?* >: • . ■ . /^:fi ' ■: ,•; " ' 

betrachten und denselben ebenfalls durch, die Variabeln r, v darstellen. In 
Differentialen geschrieben wird 

|2^2 



^> {dx^-\-dy^)^ 
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wenn wieder y' = ^. Und für di/ nehmen wir den im vorigen Para- 
graphen gegebenen Ausdruck, so dass wir erhalten 

dx d^y — dy d^x 

Wir wollen nun auch wieder v als unabhängige Variabele ansehen, so dass 
also d'a constant ist, wonach sich ergiebt 

d^x = d^r cos v — 2^\nv drdv — r cos vdv^ 

d^y s= d^r sivLt + ^^o^vdrdv — r sin v dv^ 
und 

dx d^y -- dy d^x^ -- r d^r dv -^ ^dr^ dv -hr^dv^ 

Wir erhalten also 

— rd^rdV'{-2dr^dV'h r^dv^ 
oder 

3 



7= 



Hm 

\dv) dv^ 



r» + 2 



§ 16. 

Wenden wir uns wieder zu dem Gebiete zweier und mehrerer unabhän- 
gigen Yariabeln, so treten uns Angaben von der Art der eben betrachteten 
in grösserer Mannigfaltigkeit entgegen. Die einfachste derselben, welche 
sich erweiternd an diejenige des § 15 anschliesst, ist folgende. 

Es ist gegeben eine Function zz=^f{x^ y) zweier unabhängiger Yaria- 
beln. £s werden zwei neue unabhängige Yeränderiiche eingeführt, r, v durch 
die Gleichungen 

x^ff{r, v), y=^W> «')> I- 

und man soll nun die partiellen Ableitungen 1., 2., ... Ordnung von z nach 
x und y darstellen durch die partiellen Ableitungen von z nach r und v. 
Da » Function von x^ y und diese letzteren selber wieder Functionen 
von r, V sind, so erhalten wir nach bekannten Sätzen 

ö> dßtx dz dy .' , ' 



dr dx dr dy dr 

II. 
dz dzdx dzdy 

dv^ dxdv dydv^ 
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also zwei lineare Gleichungen far ^, ^, die demnach darch jr-^ ^ und 

die Ableitungen von x und 1/ nach r und v dargestellt sind. Diese letzteren 
Ableitungen sind aber aus I unmittelbar zu berechnen. Wenn wir weiter 

gehen, ist zu beachten, dass ^, ^ selbst Functionen von r, v sind. Mit 
Rücksicht darauf ergiebt sich 

d^ ^ (^ ^ ^^^ dy\dx ded^x 
\dx^ dr '^ '^ '^ '^ 



dr^ \dx^ dr dxdydrj dr dxdr^ 

d^g dx d^dp\djf ded^y 
dydxdr dt^drjdr dydr'^ 

dx^\dr) dxdydr dr dy^\dx) 



( 



dz d^x dz d^y 
dxdr^ dydr^ 

d^z d^z dxdx d^z 



drdv dx^drdv dxdy 



(dxdy dxdy\ 
dr dv dv dr) 



in. 



d^zdydy dz d^x dz d^y 

4- TTT TT- 71 r TT- 7^ K T 



dy^drdv dxdrdv dydrdu 

d^^d^ /dxy 2 ^^^ dxdy d^ /dy\ 
dv^ Örpäyöt?/ dxdy dv dv dy^\dv) 



dz d^x dy d^y 



dxdv^ dydv^ 

Wenn man die aus 11 erhaltenen Werthe von ^— , ^- hier einsetzt, so 

dx dy ' 

sind III dann drei lineare Gleichungen für 

d^z d^z d^z 
dx^ dxdy dy^ 

welche Ableitungen dann auch bestimmt werden können. In derselben Weise 
wird man die Rechnung fortfuhren und so zur Bestimmung aller Ableitungen 
Ton z nach x^ y durch diejenigen nach r^ v gelangen. Und man sieht auch, 
dass dieselbe Methode bei Functionen beliebig vieler Variabein ebenfalls an- 
zuwenden ist. 

Es mag hier noch einer Bemerkung Platz gegeben werden, die fiLr die 
Anwendungen der höheren Analysis auf die Mechanik von Werth ist. Es 
kann in einer Function zweier Variabein f(x^ y) auch eine neue Variabele 
t an Stelle von y eingeführt werden durch eine Gleichung 

y = X(a?, t), 
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4aim ist wokl darauf zu achten, dass die partielle Ableitung von f nach x 
Ydr Äusf&hvung dieser Transformation ganz verschieden ist von derjenigen, 
welche man ixach dieser Transformation erhält. Denn es sei- 

dann ist yor der Transformation 

• ■ ^ . ' ^x^ ix . \ .. ■> ' 

Durch die Transformation wird . 

\ '' •. ' f ' "' ' 

" i • • • 

■■■■,■ -^ , . ■' ' '. 

1 ■- 8« ■ • - ■ i 

und nun ist uritef ^. nichts anderes zu yersTOhen, als die Ableitung von z 

nach 0?, genommen unter Voraussetzung einiBS constanten t Es ist also hier 



{■':'■ 



d:z. ■ ,df , dfdx 

• ^^5 j I I ( 

&;r- - 'dz . 8X0« 



§ 17. 



* \ 



Für die miathematische Bhyojk sind zwiei Ausdrücke von grösster Wich- 
tigkeit, mit denen wir uns in formeller Beziehung hier nun etwas näher her 
schäftigen wollen. Nämlich, bedeutet V ßin'e Function dreier unabhängiger 
Variabein x^y^z^ so sind die Ausdrücke, um die es sich handelt, die folgenden 

■ ' • . * ' . 

' ' (dV\^ (dvy 78F\2 

dx^ '^ W ö^-^ " 

Nach'Lam^ wird D7 als Differentialparameter erster Ordnung, 
£kV als d^i^enige zweiter Ordnung von V bezeichliet. 

Wir steinen uns nun folgende Aufgabe, mit. der tiian es st^ in den 
' Anwendüngfen zu thun hat. ^Wie gestalten sieh die Ausdrücke DV 
und A7, wenn an Stelle der Variabein ^, y, z drei andere unab* 
hängige Veränderliche 5,^» C traten, die mit jejien zusammen- 
hangen Aurch 
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und an^iä^e^tdeiÄ noch der B^dingtung geä'ügiefi 



1371 



i;. f. 



1 r 



x^ + y^ 4- ^2 = 52 + T)^ -h {?. " 



!/■ ' 



Wenn die Substitution der in^V ^) C linearen Ausdrücke an die Stelle 
von x^ y^ z den Effect hat, die letzte Identität zu geben, so heisst sie eine 

orthogonale Substitution. Aus der Bedi^gungsiBrleichung 

• -i ' . •• 

rr2 + 3^3 ^ ;g3 = 58 4- 7)2 4- C2 , 

ergeben sich zunächst die folgenden Belatiönen zwischen den neun Coeffi- 
cienten a^t, c\ nämlich . ^ 

^2 ^«'2 +a''2 =1 ' 
{ . ja +y:r 4.6"2 ^li , . 

6c + 6V 4-. V'c" = 0' . 
ac -i-äV rha'V =0 




/ 



und ferner, wenn 



'A = 



a ^ b ^ c 



also 



A2= 1, 

I 



Wir nehmen fär das folgende an ' 

! •• ■ ■ '^ , Ä = 4-l, 

dann findet man auch upagekehrt f&r die S, t), C die Darstellung 

5 = aa? 4- a'y 4- a"« 
T) = 6a? 4- 6'y 4- 6"^ 
J z=zcx -\-dy 4- c"je?, 

woraus dann ^wieder wegen \ > 

^ «^4-S/2 4-ie?« — 5».4r7)2 4-;C^ , 

sich folgende, den Gleichungen I äquivalente ergeben 

«2 4-6» 4-c3 «1 
ö'i H-y2 +c'2 =1 

aa! -hhV -hcd =0 
a V 4- 6'6" 4- cV « 
a"a 4-6"6 4- c"c =0. 



n. 
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Nun wollen wir die partiellen Derivirten Ton T nach den neaen Yaria- 
beln ausdrücken durch diejenigen nach den alten. Es ergiebt sich 

8; ox oy dz 

Ö7) dx dp dz 

ÖC dx dy dz 

dW ( dW , d^V ,, d^V \ 

W^^Vd^'^^'d^'^'^ d^^J 

, , f d^v , d^Y ^ „ d^v \ 
-^^ rd^-^"" d? -^^ d^) 



,, / 0^7 g27 Ö37 \ 

\ dxdz dydz dz^ ) 



\ dxdy dydz dxdzj 

dW d^V d^V d^V 

aT)2 "^ Öa;2^ dy^^ dz^ 

\ öajöy dydz dxdzj 

g2y g2Tr g2Tr g2-pr 

V öa;ö.v öyojer dxdzj 

dV dV dV 
Quadriren wir die drei Ausdrücke für ^, ^, -^ und addlren, so er- 
giebt sich, wegen II, 

(dvy (dvy {dVY (dVY (dvy^fdvv. 

und addiren wir ferner die drei Ausdrücke für die zweiten partiellen Ab- 
leitungen von V, so folgt 

027 d^V d^V d^V d^V d^V 

4- 75—^ + 



di^ " 07]^ " ÖC» a^2 - g^2 0^2 

Die Form der Differentialparameter erster und zweiter Ord- 
nung einer Function V wird also nicht geändert, wenn man auf 
die Variabein, von denen Fabhängt, eine orthogonale Substitu- 
tion anwendet 
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§ 18. 

Die Wichtigkeit dieser Aasdrücke für die mathematische Physik yerlangt 
es, dass wir noch eine andere dieselben betreffende Frage erledigen. 

Wir fahren jetzt wieder neue Yariabeln r, d, ^ ein nnd wollen die beiden 
Differentialparameter durch dieselben ausdrücken. Die neuen sind mit den 
alten Veränderlichen durch die Gleichungen verbunden 

0? Ä r sind cos ^, y ÄrsinOsin^*, £? = rcosd; 

und wir zerlegen diese Transformation in zwei aufeinander folgende, in- 
dem wir zaerst setzen 



und dann 



Wir finden so 



a? = pco8^, y = psin^^, £f = j? 
p = r8in&, if = rcosO, ^ = ^. 






d. L also 



dV dV , , ^v , ' 

■^— = ^— cos <t 4- -^- sin 4^ 
op ox Gy 

ö^= ä-^cos^^, +2^^^ cos^sm^ + g^sin^* 

dV , dv . , 

__pco8<|- -g-psrn^, 
aus welchen Formeln sich ohne weiteres ergiebt 

dx*^ dy^ öp*^ p2 ö^i» p öp' 

sodass wir also nun für die Differentialparameter zunächst folgende Darstellung 
haben 

Ays= -I -4- 1 • r 

. Öp2 ^p2 öt|,:i ^ p öp ^ 8^2. 
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Wenn wir uns nan za der zweiten, noch zu erledigenden Transformation 

wenden,- äö werden ftlsö die Atisdrücke ' '' 

; ■A).-' 1 ■•- .> J!' ■ 1 ■ . ; . -i I • . . .• : i . 

dnrch dieselbe. picht geändert, während die Ansdrücke * 



. t i 



• i> > 



mn 



dV\^ a»F dlV 



rh. ^ i o ' -^ •»'' 



dß) ' ap« ■*" "2)^ 



;l ; 



einer Transformation von ganz derselben Form unterworfen werden, wie 
vorhin 






Wir können demnach ohne weiteres hinschreiben 



ap» "*■ 8ip2 "" dr^ ~^r\ db^'^ r dr' 

dv 

In den vorhin gegebenen Formeln kommt nun noch die Ableitung ^ vor, 

dV dV 

die nunmehr auszudrücken ist durch :^ und -^. Nui;i ist aber . 

__ =: - - COS d + :ä— Sin d 

' ör ' dv ,\ dv ^ 

-ft- = — ö- P sm d 4- o~ p cos ö, 

öF 
woraus durch Elimination von -ö— folgt 

. Oß . ' , . , : ' . ■ 

ÖF . ; ^8F C0S&8F 
-^— ^'Sind-^— -h— r-^^» 
qp , d,r r i Ott, 

also 

J-IZs«' i-^ cotaug d 8 F 

' t> 8p "^^ r 8r "^ r» 8d* 

Demnach ergeben;^ch nun folgende Ausdrücke für 2>F und AF in den 
Yariabeln 

\dr) '^r^Xd^J '^r^^iu^b\d^) 

AF— ?^' — ?^ 1 a^F 2^8F cotang d 8 F 

8r3 "*"ra 8»2 "^ r» sin» 81^2 ■+* ^ g^ -»" ^~7ä 0» ' 
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Der Ausdmok A V ist nun uocb einiger Yereinfoctong fähig.: Betrachten 
wir n^lich; 4^s erste und vierte .Glied rechts, so sehen wirf dass. : ' 

dr^ r dr r dr^ ..., • ,.- , 

Ebenso sehen wir betreffs des zweiten und fünften Gliedes, dass 

1 8»F cotangddF 1 ®i^"*0ft) 

^ 'MS' ■*" ~7ä~ 8F "^ HtÜn '8ft ' ' '"'^ '■■■'•' 

Danach werden wir nun endgiltig schreiben' . . 

..^ 8«(r7) 1 ^V""*^»') sinäd 8»F- ' '• ■' 
^- / ÖH ^sin» öd i^ ^ 1 Ö»}»» -M 

In den Anwendungen, welche man von dieser Gleichung in der Geo- 
däsie und der mathematischen Physik, mischt, erweist es sich in vielen 
Fällen zweckmässig, noch eine weitere Transformation vorzunehmen, indem 
man an Stelle von eine neue, durch* die Gleichung 



■ ; ' , I ' r 



't . •:• . , I ; i; f 



jx = CDQ & . r 

r 

definirte Variabele einfuhrt. Dann ist 

Öö öfJL Ö& 8jA 

und somit auch 

^ ^o ^== ~ sinO ^ ^ -^ = sinO-^= ^ ^-^, 

8v op. Ofi. 

wonach wir nunmehr folgende Darstellung für A7 erhalten: 

^ "/ ^ 8r» ■ 8(Ji ^1 — H-^ö«!»» ; 



' r • • • _ - ■ 

§ 19. , , - 

Das Transformationsproblem lässt sich noch nach der Richtung hin er- 
weitem, dass auch an die Stelle der abhängigen Variabeln, also etwa der 
Function 7 des § 18, eine andere Variabele gesetzt wird. Das Problem 
lässt sich also in dieser Form fassen: > 
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Es ist gegeben eine Function f(zi^ . . . , x^ Ton n anabhängigen Yari- 
abeln; an Stelle der Veränderliehen x^^ . . . , x^ sollen n andere Grössen 
£i, . • . , ^ als unabhängige Variabele gewählt und die Function f durch 
eine Function ^(Si? •••, EJ ersetzt werden. Es sind die partiellen 
Ableitungen 

ox ox^ dxj^ dxidx^ dx^dxj^ 

als Functionen der partiellen Ableitungen 

w: *•" äi;' 85?^' äETäS' ■*■' »W»' '■* 

darzustellen. 

Eine Transformation wie die hier betrachtete können wir uns gegeben 
denken durch die Gleichungen 

<p = F(f; a?„ . . . , jrj 

5i = Tl(/ t ^11 • • • 1 Ä?^)» • • • 9 *n ^^ Tii(/ 5 ^If • • • > ^||/» 

Danach werden wir folgende Darstellung der totalen Differentiale der neueo 
Variabele erhalten 



* of oxi ^ oa:^ " 

ÖS„ ö£„ öL 

" a/ öa?i * ox^ " 

Die hier auftretenden partiellen Ableitungen lassen sich aus den 
Transformationsgleichungen als bekannte Functionen von f, Xi^ , . . ^ x^ 
berechnen. Da aber / sicher noch eine Function von x^^ . . . ? i»„ iß*? so 
haben wir 

j^ ö/- , df ^ 

af=s: -r— aXi 4- • • • -4- TT-^ dx . 



n 
n 



wonach sich folgendes System ergiebt: 
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IL- 



Nun ist aber auch 



d? = |^d5,+-.- + |jd5,. 



Setzen wir nnn hier die eben erhaltenen Werthe für dli^ ..., d^^ ein, so 
erhalten wir eine Gleichung, welche für alle Werthe von da?i, ..., dx^ be- 
stehen muss und daher in n Gleichungen zerfallt, nämlich: 

df dx^ '^ dxi^y df dx^ ^ dxj ö£i "^ \df dx, ■*" dxj d^^ 

^^lL^^^(^K. + ^\^ + ...^(^^^^\^ in 
df dxj^^ dxj^^Xdf dxj^^ dxJ di, \df dxj^^dxjd^ 

df dx^ "*■ dx^ \ df dx^ *^ dxJ ÖSi \df dx^ ■*■ Öa;J dC 



Die Ableitungen von <p und den ^^^ die hier yorkommen, können, wie 
schon erwähnt, aus I berechnet werden, und es lassen sich daher aus III 
die Werthe der Functionen 

df df 

. . dx-, dx„ 

in der geforderten Form darstellen. 

Die zweiten Ableitungen werden sich dann aus III durch Differentiation 
herleiten lassen. So wurde z. B. die erste dieser Gleichungen total zu 
differentüren und dabei zu beachten sein, dass 

, df dH . . öy , ÖV ^ 
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imd endlich waren dann fdr dii, .'..,' (2S^ ihre Werthei aus II einzufahren. 
Dadorch ergiebt sich dann ^ wieder eine Gleichung, die ffir alle Werthe 
dxi^ ..., dx^ bestehen muBs' nnd somit in ^» einzelne Gleiciinngen zerfallt, 
ans denen sich die n partiellen Ableitnngen 

- , . ' , • • • , " j 

dxi^ dxidx^ dx^dx^ 

durch die Ableitungen von (p nach den Grössen Ij^ darstellen lassen. Ganz 
ebenso wird man die anderen Ableitungen zweiter Ordnung, wie 

8Y öY öY 



' ■• '' •• 1 u.'S. w. ' !■ . ■ • ^ ••■/•.•. • 

• f , 

bestimmen; und durch Fortsetzung des gleichen Verfahrens auch zu den 
Ableitungen höherer Ordnungen gelangen« 

Auch ist leicht zu erkennen, dass dieselbe Methode auch dann an vfen^- 
bar is.t, wenn, nicht nur eine,, sondern mehrere abhängige Yariabele oder 
Functionen, etwa (p^, ... , (p^ und eine ganz beliebige Anzahl unabhängiger 
Veraeiiderlichen S^, .. ., E gegeben sindi 



§ 20. 

Die Differentiation impliciter Functionen mehrerer Vari^beln vollzieht 
sich ganz in derselben Weise, wie diejenige von Functionen einer einzigen 
Veränderlichen. Als Beispiel wollen wir eine Function ß' zweier nnab- 
hängigeir Veränderlichen x, y beträchten, die mit letzteren durch eine 
Gleichung ' ' 

verknüpft ist. Wir führen zunächst einige allgemein gebräuchliche Bezeich- 
nungen ein, nämlich 

i? = ö-^ 2 = 0- 

ox • oy 

_d^)s _ d^e; ■ ._9^ 
^"dx^' ^'^ dxdy' dy^' 

und setzen voraus, dass iinmer 



dx^y dydx 



u. s» w. 
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Dann ist 

dz = p dx -{- qdy 11. 

d^g = rdx^-h^sdxdy -h t dy^^ 

und ferner bestehen für die totolen Differentiale dp und dci auch die 

Gleichungen 

dp = rdx -h s dy 

dq = sdx-^tdy. ^^' 

Um nun p und q zu bestimmen, haben wir die Gleichung /*= zu differen- 
tiiren, einmal, indem nur x^ dann indem nur y als variabel betrachtet wird. 
Wir erhalten so 

ox dz dy dz 

woraus sich p und q berechnen lassen, sofern 

d£ df dl 
dx dy dz 

an der Stelle (^, ^, z) sämmtlich bestimmt sind und ^ nicht etwa ver- 
schwindet, vor allem aber für zusammengehörige Werthe (x^ z) und (y, z) 
sich stelig ändert. Unter diesen Bedingungen haben wir dann 

dr^ 0/ 

dx dx TTT 

P=~^, (Z = -^- IV. 

dz dz 

Die Ableitungen r, $, t lassen sich nun aus II oder III durch erneute 
Differentiationen herleiten. Wir setzen dabei noch voraus, dass die zweiten 
partiellen Ableitungen von f bestimmte Werthe haben und dass sich die 
gemischten Ableitungen 

dxdz dydz 

mit X und ^, bezw. y und z stetig ändern. Dann ergiebt nämlich die Diffe- 
rentiation der ersten Gleichung 11 nach y das gleiche Resultat, wie die 
Differentiation der zweiten Gleichung II nach x. Unter diesen Voraus- 
setzungen differentiiren wir also die erste Gleichung 11 zuerst nach x^ dann 
nach ^; und endlich die zweite II nach y und erhalten folgendes System, 
aus dem sich r, s^ t berechnen lassen: 

dx^^^ dxdz^^ dz^ ^ ^ dz 
d^f d^f d^f öV ^f r. 

dxdy dxdz dydz dz^ dz 

dy^ dydz dz^ dz 

Eine erneute Differentiation liefert dann aus diesen Gleichungen die dritten 
Ableitungen u. s. w. 

Gravelius, Differentialrechnung. \Q 
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§ 21. 

Legendre hat auf die Verwendung der im vorigen Paragraphen mit 
^, q bezeichneten Grössen eine Transformation gegründet, die in vielen 
Fällen von Werth ist. 

Es sei z eine Function der unabhängigen Veränderlichen x, y^ sodass 
also die Gleichungen II und IIa des vorigen Paragraphen gelten, dann 
setzt Legendre 

u=px-h qij — z^ I. 

also 

du=^pdx -h qdy — dz -h xdp + y dq, 

was aber wegen der Gleichung II, § 20, sich reducirt auf 

du = xdp -h ydq. 11. 

Lösen wir ferner die Gleichungen IIa, § 18, nach dx und dy auf, so 
wird erhalten 

f g 

dx = —7 g dp H dq 

rt — s^ rt — s^ 

Die Transformation, von der wir sprachen, geht nun dahin, p^ q, u 
als Veränderliche an Stelle von Xy y^ z einzufuhren, derart, dass p^ q als 
unabhängige Variabele behandelt werden. Aus U entnehmen wir nun sofort 



und aus III 



du du 

dp dq 



t dx s dx dy 

rt — s^ dp rt — s^ dq dp 

r _dy 



rt — s^ dq 
Demnach ist 

d^u t d^u s d^u r 

dp^ rt — 5^' dqdq rt — s^ dq^ rt — s^ 

und man findet leicht, dass 

d^u d^u f d^ii 



IV. 



dp^ dq 



* f dhi Y_ 1 ^ 

2 \dpdq) rt — s^ 



Aus IV und y lassen sich dann die Ableitungen r, ^, « als Functionen der 
Ableitungen von u nach p und q berechnen, wodurch dann die Trans- 
formationsaufgabe gelöst ist (§ 19). 
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Es kann auch zweckmässig erscheinen, x und p als unabhängige Ver- 
änderliche zu betrachten. Dann folgt aus II, § 20, 



1 r 
dy = — dp dx 

SS 

, / , rt — «2 _ 
dq = — dp dx, 

8 S 



VI. 



VII. 



Ferner ergiebt sich aus II, § 20 und 11, § 21, 

d0=^pdx + qdi/ = lp — — \dx-\-~dp 

du = x dp -{- y dq = Ix -h —\ dp — — y dx. 

Nach Gleichung VI ist in diesem Falle, wenn also x und p unabhängige 
Variabele sind, 

dq rt — s^ 

— ^^j ^^^ - • 

dx s 

Wenn daher rt — s^ bei allen Werthen von x und y verschwindet, also 
identisch Null ist, so ist 

^ = 

dx "' 

d. h. q ist dann von der Veränderlichen x überhaupt nicht abhängig, sondern 
eine Function von p allein. Wenn dieser Fall eintritt, können p und q. 
Dicht als unabhängige Veränderliche gewählt werden, was übrigens auch 
schon aus den Gleichungen III dieses Paragraphen erhellt, welche dann 
(da sämmtliche Coefficienten rechts unendlich sind) keinen Sinn haben. 

§ 22. 

Das Problem der Elimination willkürlicher Constanten führte uns oben, 
als wir die Functionen einer einzigen Variabein betrachteten, zur Ableitung 
von Differentialgleichungen, bezw. von Systemen simultaner Differential- 
gleichungen. Wir wollen nun das gleiche Problem im Gebiete mehrerer 
Variabein betrachten, wo es uns zu neuen Begriffen fuhren wird. 

Es möge definirt sein eine Function der n unabhängigen Variabein 
iCi, . . . , ir^ durch eine Gleichung 

/ C^5 a?!, . . . , x^i Cj, . . . , Cy) = 0, 

welche r willkürliche Constanten oder Parameter enthält. Gleichzeitig mit 
dieser Gleichung bestehen dann auch die durch partielle Ableitung aus ihr 
entspringenden n Gleichungen 



dxi dzdxi 



dx, dedx. 



10^ 
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ferner die -^n{n -h 'i) Gleichungen, welche den zweiten partiellen Ableitungen 
der Function f entsprechen, nämlich 

^x^ ^ dx^ dz dx^ "^ de^ \dxj '^ de Ö V "" " 

U. 8. W. 

und überhaupt, wenn p eine beliebige ganze Zahl bedeutet, im Ganzen 

1 • 2 1 • 2« • »j? 

Gleichungen, wenn man bis zu den partiellen Ableitungen p^^ Ordnung der 
Function f fortschreitet. Einschliesslich der ursprünglichen haben wir also 
im Ganzen v+1 Gleichungen, in denen die r Parameter c vorkommen. 
Wenn wir nun p so wählen, dass 

V -4- 1 <:r, 

so können wir aus diesen v + 1 Gleichungen die r Grössen c eliminiren 
und erhalten so ein System Ton Gleichungen, in denen die unabhängigen 
Variabein die Function z und ihre partiellen Ableitungen bis zur p^^ Ord- 
nung einschliesslich vorkommen. Wir nennen nun eine Gleichung, in der 
neben den abhängigen und den unabhängigen Variabein auch noch die 
partiellen Ableitungen der ersteren bis zur k^^^ Ordnung einschliesslich vor- 
kommen, eine partielle Differentialgleichung k^' Ordnung. 

Die Elimination willkürlicher Constanten aus einer Gleichung zwischen 
mehreren unabhängigen und einer abhängigen Variabein führt also zu einem 
System partieller Differentialgleichungen. 

Wir können aber noch einen Schritt weiter gehen und eine Function e 
betrachten, welche durch eine Gleichung 

definirt wird, in der Wj, . . . , u^_^; v^, . . . , v^_^; ... bekannte Functionen 
von a?x, . . . , x^ und s bezeichnen, während (pj, ^^^ ... willkürliche Func- 
tionen bedecken. 

Gleichzeitig mit der gegebenen Gleichung bestehen nun wieder die 

^^„ , n(n-hl) n(n4-l)'-(n-hp~l) 

"" ^ 1.2 ^ ^ l'2'"p 

Gleichungen, welche den partiellen Ableitungen 1*«', 2*«^, . . . , p^^ Ordnung 
der Function f entsprechen, und in denen hier nun folgende Grössen auf- 
treten: die unabhängigen Variabein ^d .-., ^^; die Function £ und ihre 
partiellen Ableitungen bis zur p^^^ Ordnung inclusive; die Function <fi und 

ihre partiellen Ableitungen ^ -, ..., ^ ^^— , ^^-4? h — J^* •••9 6^®°' 






. \ 
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falls bis einschliesslich zur p^^ Ordnung; die Function (pj und deren par- 
tielle Ableitungen nach den Grössen Vi, ..., v^_^ bis zur p^^^ Ordnung 
u. 8. w. Ist [L die Anzahl der Functionen 9, so ergiebt sich als Anzahl 
der zuletzt erwähnten Grössen 

v' = ^H-« — IH h ^^ , a V 

\ l '2' "p J 

und wenn wir nun p die Werthe 1, 2, ... durchlaufen lassen, so wird 
sicher einmal der Fall eintreten, dass 

Denn wenn wir p um eine Einheit vermehren, so wächst v um 



während v' um 



H-- 



n(n -h 1) •• • (« 4-^) 
1-2... (^4-1) ' 



l-2...(i?4- 1) 



zunimmt, welch letztere Grösse aber kleiner ist, als die vorhergehende 
sofern 

n -hp> \>.(n — 1). 
Sobald also einmal 

jp > p. (w — 1) — n 

geworden, so wird v schneller wachsen als v' und endlich v -i- 1 > v' werden. 
Sowie dies letztere aber eingetreten ist, kann man aus den im Ganzen vor- 
liegenden V 4- 1 Gleichungen die Functionen <pi, ..., (^^ und ihre sämmt- 
lichen partiellen Ableitungen eliminiren. Als Resultat wird sich ein System 
von V — v' -h 1 partiellen Differentialgleichungen p^^^ Ordnung ergeben, 
nämlich zwischen den unabhängigen Variabein und der Function 0^ sowie 
deren partiellen Ableitungen bis zur p*«» Ordnung einschliesslich. Dies 
System ist also ganz unabhängig von den Functionen <Pi , . . . , 9^. ; d. h. 
die Function ^ geniigi ihm, welches auch die Grössen 9 gewesen sein 
mögen. 

Wenn also eine Function g mehrerer unabhängigen Variabein durch 
eine Gleichung definirt wird, in der noch eine beliebige Anzahl willkürlich 
gelassener Functionen vorkommt, so kann an Stelle dieser Definition stets 
diejenige durch ein System partieller Differentialgleichungen treten. 

Als Beispiel möge der Fall betrachtet werden, in dem es sich nur um 
die Elimination einer einzigen willkürlichen Function handelt. Es sei 
gegeben eine Gleichung 



löO 
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wo a für jede bestimmte Stelle (a?! , . . . , x^) zwar einen bestimmten Werth 
haben, aber von einer zur anderen Stelle diesen Werth ändern soll. Wir 
können uns also a gegeben denken als willkürliche Function 

wo Wj , . . . , w^ _ ^ bestimmt gegebene Functionen der unabhängigen Variabein 

^19 • • • > ^n si^^* 
Setzen wir nun 

d0 =Pi dxi -^p^ dx^ + • • • +i?„ dx^ 
so liefert die Differentiation von f=^0 das folgende System 



df_ 

dx, 






2 



df . /du. , 8mA 



+ 






+ i?i 



i?2 



dxi 

du 






öw. 



du^ 



aus welchem durch Elimination der Grössen X^, ..., X^_j die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung hervorgeht 



dui 
dxi 

dui 
dx2 



+ i>i 



H-i?a 



8% 

dui 

'dJ' 



du 



n-l 



ö«^«-i df 



d^'^^'~dJ~' d^.'^^'d 



df 



du 



n — l 



dX2 






du 



du 



du. 



,_1 -",-1 -".-1 , „ ^"n-l ^ 

dx ^» 8« '■■" dx. ■^^'' 8« ' S^„ 



i»« 



n 



n 



da 



= 0. 



Wir hätten uns auch die Gleichung 

f{z, a?i, ..., x^; 9) = 
nach cp aufgelöst denken können, etwa in der Form 

oder, wenn fC^, a?!, ..., xj = u^ gesetzt wird 

9(wi, ..., i^,^__j) — w^ = 0, 
wofür endlich noch geschrieben werden kann 
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MO nnu ■/ ebenfalls eine willkflrliche Function der Gräsaen u^ be 
Differentiirt man diese letzte Gleichung, so erbält man folg:endes 
TOQ u Gleichungen 

k=l, 2, .... M 



8«, \?ix. "*'^* 



du,\ 



8-, föu^ öu\ 



aus welchem durch Elimination der u partiellen Ableitungen 



^, ^, ..., ^L 

8ui ÖMa ' ^'*n 



die partielle Differeutialgleichnng fol^: 



8«, _^ 8«, 






8«, ew. 

Bat, Sari' ' 


8 m, 


öu, 8«, 
Sflij' 8a:a' 


8 m, 

■' er, 



und A^ diejenige Determinante, welche ans A heivorgeht, wenn i 
dieser an Stelle der A'«" Horizoutalreihe, d. i. 



8Hi ^lly 



Dann ist sofort klar, dass, 
Eorizontalreihe ersetzt durch 



I man in A die Elemente dei 



•-^'-äir' •■■' äTT+i''^' 
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man eine neue Determinante di erhält, für welche gilt 

Snbstituirt man nnn wieder in d^ an Stelle der Elemente der zweiten 
Horizontalebene die folgenden 

80 wird A durch diese Substitution übergehen in A+i72^2) während A^ 
ungeändert bleibt, denn die Grösse 8, um die sich ändern müsste, ist eine 
Determinante, in der nach Abscheidung des Factors p^ zwei Horizontalreihen 
aus denselben Elementen 

dz dz 

bestehen, die also verschwindet. Es geht daher di über in 

(?2 = A -f-i?i Ai -hp2 As- 
Gehen wir so weiter und substituiren successive für die Elemente jeder 
Horizontalreihe von A die Elemente der entsprechenden Horizontalreihe von 
D, so erhalten wir endlich für die obige partielle Differentialgleichung 
D = die Form 

A +l?i Ai -4-i?2 ^2 H ^Pn^^"^' 

§ 24. 

Als ein weiteres Beispiel für den im vorigen Capitel behandelten Gegen- 
stand werden wir den Euler 'sehen Satz über die homogenen Functionen 
ableiten. 

Eine Function mehrerer Variabein heisst homogen vom Grade w, wenn 
sie sich bis auf einen Factor T reproducirt durch Multiplicatiou jedes Argu- 
mentes mit t So ist z. B. 

/"(^i? ^2» ^3) = ^1^ + ^2* -+- 573' -j- X x^ X2 x^ 

eine (ganze) homogene Function dritten Grades, denn setzen wir x.t an 
Stelle von x^^ so erhalten wir 

f{x^U ^it, x^t) = pf(xi, X2, x^). 
Und 

/"(^i, ^2) == -7 . , , 

l/iTi^ -\- X2^ -^-^ Xi X^ 

ist eine homogene Function vom Grade — 1, denn 

fix^t, x^t) = / ~ ^ f{x^, X2) . 



:*.v-.:--iK-',rf^^.^'^^r'';<'.' ".'t; ■■.■:-.[%i i 



*■ . » •!• 



Functionen mehrerer unabhängig Veränderlichen. 153 

Der Grad einer homogenen Function kann auch Noll sein; wenn sie näm« 
lieh als Quotient zweier homogenen Functionen gleichen Grades sich dar- 
stellen lässt. 

Ist überhaupt f(xi^ x^y . . . , x^ eine homogene Function vom X*®** Grade, 

so ist, wenn man speciell f = — nimmt 

/•('Ti, ...,:>?„) = «i/-(^,...,^, l), 

wonach also jede homogene Function z von n Variabein in der Form dar- 
zustellen ist 



Setzen wir also 



80 haben wir 






X^ X ^ z 

AT X " ^ Ä^' " 

n n fi 



und hieraus durch partielle Differentiation nach den n unabhängigen Ver- 
änderlichen 

:sK -4— I • t • ^— , 

d x^ du^dx^ du^dx^ du^_^ dx^ 

d. h. aber, wenn pj, dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen hat 






Multipliciren wir die n — 1 ersten dieser Gleichungen beziehungsweise 

X X 

mit — , ..., ^^^ und addiren dann alle n Gleichungen, so erhalten wir 

\z =i>i x^ -hi?2 ^2 H "rp^x^, 

oder 

Dies ist der Euler'sche Satz, welcher also besagt: 

Multiplicirt man die ersten partiellen Ableitungen einer homogenen 
Function vom Grade X mit den entsprechenden Argumenten und addirt die 
Producte, so ist die Summe das X-fache des Functionswerthes. 
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Aus der Formel des Ealer'schen Satzes ist, wenn man sich die oben 
gegebene Definition einer homogenen Function vergegenwärtigt, unmittelbar 
zu ersehen, dass die partiellen Ableitungen einer homogenen Function 
Xten Grades selbst homogene Functionen vom Grade X — I sind. 

Der Satz gestattet eine interessante und vielfach gebrauchte Anwendung 
auf die Differentiation einer Determinante. Betrachten wir die Determinante 



A = 



^11' ^1 2 > • • • ' ^1 n 
^21' ^22' • • • ' ^2 « 



^nl' ^n2» •• •» ^ 



nn 



oder in abgekürzter Bezeichnung 



A = i a 



I* I' 



(i = 1 , 2 , . . . , n\ 
/c= 1, 2, . . . , n) 



so lässt sich dieselbe bekanntlich in der Form darstellen 



^ = «lt«lÄ: + S*°^2ifc 



+ ^nk^nk^ 



WO die Grössen a.j^^ die den Elementen a.j^ entsprechenden Unter- 
determinanten, diese Elemente selber nicht mehr enthalten. Die Deter- 
minante ist also, in Bezug auf die Elemente irgend einer ihrer Vertical- 
reihen betrachtet, eine lineare homogene Function. Dasselbe lässt sich auch 
hinsichtlich der Elemente jeder Horizontalreihe zeigen. Aus der letzten 
Gleichung schliessen wir nun ohne weiteres. 



*^* da 



vJb 



und nach der eben, hinsichtlich des Characters der Determinante in Bezug 
auf die Elemente einer Horizontalreihe gemachten Bemerkung ist auch 



a 



dA 



ÄV 



da 



ibv 



Die Darstellung einer Determinante vermöge der Unterdeterrainanten in 
Bezug auf die Elemente einer Horizontal- oder Verticalreihe ist also nur 
ein specieller Fall des Euler'schen Satzes, nämlich für homogene Functionen 
ersten Grades oder lineare homogene Functionen. Beachten wir nun noch 
die beiden Belationen für die partiellen Ableitungen einer Determinante, 
die vorhin erhalten wurden, so schliesst man leicht, dass das totale Differential 
der Determinante A durch die Doppelsumme 



e^A = 2 S^'ifcv^^itv 



k = i y=:l 



dargestellt wird. 
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Eine fernere Anwendung des Eulerschen Satzes über die homogenen 
Functionen möge hier noch kurz erwähnt werden, da sie für viele Unter- 
sachungen der Astronomie und mathematischen Physik Werth besitzt. Es 
sei eine Function dreier unabhängiger Veränderlichen gegeben 7(a?, y, e) 
und es sei ausserdem r^ = aj^ + ^^ -h z^. Dann ist leicht zu sehen, dass, da 

dr X dr y or z 

dx r dy r dz r 

die Belation besteht 

dV dV dV dV 
or ox "^ oy dz 

Ist nun V eine homogene Function n*«^ Grades ihrer Argumente, so 
hat man 

or 

eine Gleichung, an der man unter anderem auch bei Berechnung der 
planeterischen Störungen mit Vortheil Gebrauch machen wird. 

Die letzte Gleichung ist nur ein specieller Fall der allgemeinen Gleichung 



r* 



8*F 
8r* 



-*'(:) ^- 



die man durch den Schluss tou k auf k+ 1 allgemein beweist, da sie für 
k=l gilt. In der That geht ans ihr durch nochmalige Differentiation 
hervor 









r* 






dr' 

Der Fall k = 2 hat ebenfalls für die Störungstheorie Bedeutung*) ; es ist 
nach dem bewiesenen Satze also 



*) Vergl. meine Monographie: Die Anwendung der elliptischen Functionen auf 
die Berechnung absoluter Störungen. Berlin. Stankiewicz. 1893. 
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Darstellung der Functionen durch Potenzreihen. 

Punctmengen. 

§ 1. 

Eine unbegrenzte Folge von Grössen, die in irgend einer gesetzmässigen 
Weise gebildet sind, heisst eine Reihe; die einzelnen Grössen, aus denen 
sich die Reihe zusammensetzt, heissen ihre Glieder. Wir betrachten in 
diesem Capitel ausschliesslich solche Reiben, deren Glieder reelle Grössen sind. 

Sei 

eine solche Reihe. Dann betrachten wir den Ausdruck 

Giebt es nun für unbegrenzt wachsendes n eine endliche und bestimmte 
Grenze S, welcher der Ausdruck S^ zustrebt, dann nennen wir die Reihe 
convergent, und jene Grenze S die Summe der Reihe. Die Differenz 

S — Ä. = w« -4- w„ , , -H • • • 

n n w -r 1 

wird dann als Rest der Reihe vom w^^n Gliede ab bezeichnet. Wenn also 
B diesen Rest bedeutet, so besteht immer die Relation 

'S' = >SL -f- Ii„ . 

Giebt es nuu aber keine bestimmte Grenze 5, der S^ bei unbegrenzt 
wachsendem n sich nähert, oder nimmt S^ mit unbegrenzt wachsendem n 
selbst über alle Grenzen hinaus zu, so heisst die Reihe divergent. 
Die aus den Elementen bekannte geometrische Reihe 

ist convergent, wenn 

w I :> 1 . 
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Denn wir haben hier 



n-l 1-«*' 



n 



1— W 



und der Ausdruck rechts convergirt mit unbegrenzt wachsendem n nach 
dem Grenzwerthe 

1 — U 

Ist aber 

I w|> 1, 

so ist die geometrische Reihe divergent, denn es wächst dann S^ mit wach- 
sendem n über alle Grenzen hinaus. Dasselbe findet auch statt, wenn 
w = 4- 1 . Endlich ist für w = — 1 

^„=1-1 + !--+-... + (- 1)""\ 

also 

iS*^ = 1 , wenn n ungerade 

^^=sO, wenn n gerade, 

d. h. die Summe S^ hat in diesem Falle überhaupt keine bestimmte Grenze ; 
die Beihe kann daher auch nicht als convergent betrachtet werden. Man 
sagt Ton einer Beihe wie der zuletzt betrachteten, auch sie oscillire. 



§2. 
Wenn eine Beihe 

convergent ist, so muss der Best der Beihe vom n^^^ Gliede ab 

die Null zur Grenze haben, oder was dasselbe sagt, es muss die Summe 

••n^^'^n + l^^ ^^ "*» + »» — 1 

far jeden Werth von n die Grenze Null besitzen, wenn n unbegrenzt wächst. 
In der That, wenn S die Summe der vorgelegten Beihe bedeutet und 
Ä^ wie in § 1, wieder gleich 

Wo + Wi H *-«*«_! 

ist, so hat die Differenz 

S — oL ^ -B« 

bei beliebig zunehmenden Werthen von n die Grenze Null. Dann lässt sich 
aber immer eine beliebig kleine Grösse e so bestimmen, dass es einen 
kleinsten Werh von n giebt, für den 
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sind. Subtrahiren wir nun die linken Seiten dieser Ungleichungen von ein- 
apder, so ergiebt sich, dass auch 

^„«1 — '^n = «*n-+-^n-l 

S„,„ — ^« = W^ + ^« 1 -H ••• + «• j. •» 1 
n -i- iti n n n — 1 ' n + m — 1 

alle kleiner sind als 2e, also bei unbegrenzt zunehmendem n die Null zur 

Grenze haben. Es wird also bei einer convergenten Eeihe ^™ % = ^ sein, 

d. h. die Glieder der Beihe werden zuletzt kleiner als jede 
gegebene Zahl, und es hat auch, wie unser Satz aussagt, der Best der 
Beihe, oder die Summe beliebig vieler Glieder von einem bestimmten ab, 
die Grenze Null. 

Der Satz lässt sich auch umkehren. Also, wenn die Summe 

w« 4- w„ . t + • • • -1- w« . ^ . 

n » H- 1 n-J-m — 1 

für jeden Werth von m bei unbegrenzt zunehmendem n die Grenze Null 
hat, so ist die Beihe 

convergent. 

Der Voraussetzung nach convergirt also hier die Differenz 

61 , „, — S„ = u„ -{- u„,^ -{-''• -\- u„,.„ - 

für jedes m zur Null, wenn n beliebig wächst. Ist also e wieder eine be- 
liebig kleine positive Zahl, so wird sich immer ein hinreichend grosser 
Werth für n bestimmen lassen, dass 



n-t- wi n 



e, 



oder mit anderen Worten, dass 

welches auch der Werth von m sein möge. Die letzte Beziehung kann 
nun auch so geschrieben werden 

n n -i- m n 

Halten wir nun den Werth von n fest, lassen aber m unbegrenzt wachsen, 
so wird die Summe S„,^ doch immer zwischen den bestimmten Grenzen 

n ■7-frt 

bleiben, deren Unterschied 2e beliebig klein gemacht werden kann. Es 
besitzt also S^^^ für unbegrenzt zunehmendes m, also auch m + n, die 
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Grösse S^dtis, zur Grenze, und diese Grenze ist eine bestimmte, da sie sich 
von der bestimmten Grösse S^ um eine beliebig klein anzunehmende Grösse 
unterscheidet. 

Es muss in diesem Zusammenhange ausdrücklich hervorgehoben werden, 
dass es irrig wäre, wollte man das oben gefundene Resultat, dass die einzelnen 
Glieder einer convergenten Reihe zuletzt die Null zur Grenze haben, auch 
für umkehrbar halten. Wir werden in einem späteren Paragraphen Reihen 
kennen lernen, bei denen die Glieder zwar diese Eigenschaft haben, die 
Reihen aber dennoch divergiren. 

Die Convergenz der einzelnen Glieder einer Reihe nach Null ist zwar 
eine noth wendige Bedingung für die Convergenz der Reibe, aber im All- 
gemeinen nicht auch eine hinreichende Bedingung. Es giebt indessen 
einen Sonderfall, in welchem diese beiden Eigenschaften der angegebenen 
Bedingungen sich vereinigen. Es lässt sich nämlich folgendes zeigen: 

Wenn von einer bestimmten Stelle ab die Glieder einer Reihe ab- 
wechselnd positiv und negativ sind, so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung für die Convergenz der Reihe die, dass die absoluten Beträge 
der einzelnen Glieder zuletzt abnehmen und nach Null convergiren. 

Zunächst ist klar, dass eine Reibe immer convergiren wird, wenn die 
Eeihe ihrer absoluten Beträge convergirt. Denn in diesem Falle hat die 
Summe 



4« _L_ 4/ -4- • • • -4_ 



n + m— 1 . 



die Grenze Null bei jedem Werthe von w, wenn n unbegrenzt zunimmt. 
Dann hat aber sicher auch 



n n-jr 1 ' n-t-*>* — 1 



die Grenze Null, denn es ist stets 



u 



n'n 4-1 'n + m — l^nl'In + ll' *^ 



^fi + rn — 1 



Daraus folgt dann aber, dass die Reihe convergent ist. 

Wenn nun vom 7i^^^ Gliede ab die Glieder der Reihe abwechselnd 
positiv und negativ sind, so hat man 



±(\ + **n + l + -—t-«*n + m-l) = l^nHl^n + ll + h« + 2l ^'"± 



^n + m — li- 



Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich nun in folgenden beiden Formen 
schreiben 

(I t^nl - I «^n + 1 I) + (I ^« + 2 I - I ^«+3 l) + " ' 

und 

!«*n|-(hn + l|-i^« + 2l)-(l^^n+3l~l^n+4l) ' 

WO leicht zu erkennen ist, dass die erste Summe, wie auch m angenommen 
werden möge, stets positiv, also grösser als Null ist, während die zweite 
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Summe sicher kleiner als 
Summe 



u 



n 



ist. Es liegt also der absolute Betrag der 



zwischen und | u^ | und hat daher für ein unbegrenzt zunehmendes n die 
Null zur Grenze. 

Man nennt eine Reihe, welche convergent bleibt, auch nachdem ihre 
Glieder durch ihre absoluten Beträge ersetzt sind, eine absolut oder un- 
bedingt convergente Reihe. 

Diese absolut convergenten Reihen haben nun die Eigenschaft, dass 
ihre Summe sich nicht ändert, wenn man die Reihenfolge der Glieder 
ändert. 

In der That, sei S die gegebene absolut convergente Reihe 

/S == 2*0 -H «1 + • • • 

Man ändere nun die Reihenfolge der Glieder in beliebiger Weise und nenne 
die neue Reihe S', Von S' nehme man dann eine hinreichend grosse 
Zahl V von Gliedern, um sicher auch die n ersten Glieder von 8 darunter 
zu haben. Wenn nun SJ die Summe aller hier vereinigten Glieder, S^ die- 
jenige der n ersten Glieder von S ist, so wird man haben 



s:^s,+,, 



wo 



u. •+• w. 



Unter diesen Gliedern, aus denen a besteht, sei w„^p dasjenige mit dem 
grössten Index. Dann ist 



= ' w^. -i-Uj^-\ h w 



n+p 



u 



u. 



4- 



n + l 



U 



'n-\-n 






U 



n-hp 



U 



n+p 



Wenn man also v und somit auch n hinreichend gross annimmt, wird man 
erreichen können, dass 



e 



wird, wo e eine beliebig kleine Zahl bedeutet, d. h. mit anderen Worten 
es wird die Grenze, der sich S^ bei wachsendem v nähert, sich nur um die 
beliebig kleine Zahl e von der Grenze unterschieden, der sich S^ mit 
wachsendem n nähert, was zu beweisen war. 



§ 3. 

Im vorigen Paragraphen ist die Entscheidung über die Convergenz 
einer Reihe zurückgeführt werden auf die Betrachtung der Reihe ihrer ab- 
soluten Beträge. Es wird sich also nun zunächst darum handeln, fest- 
zustellen, ob und wie man die Convergenz oder Divergenz einer Reihe erkennen 
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kann, deren Glieder sämmtlich dasselbe Vorzeichen haben. Und zwar können 
wir dabei annehmen, dass dieses gemeinschaftliehe Vorzeichen das positive 
sei, da der andere Fall sich ohne weiteres auf diesen zurückfahrt. 

Es mnss nun bemerkt werden, dass es nicht möglich ist Convergenz- 
kriterien aufzustellen, welche sich lediglich auf die Natur der einzelnen 
Glieder einer Beihe gründeten; und der scheinbar einfache Weg, den Grenz- 
werth von 8^ für lim n = co durch Rechnung zu suchen, ist im Allgemeinen 
anch nur schwer gangbar. Aber es besteht doch ein Mittel, durch dessen 
Anwendung man zu einem Urtheil über die Natur einer Reihe gelangt, 
nämlich die Vergleichung mit einer Reihe, deren Gkaracter bekannt ist, 
von der man also weiss, ob sie convergirt oder diyergirt bezw. oseillirt. 
Dies Princip lässt sich, wie folgt, darlegen. 

Sind 

ft 4- ^ H 

«1 4- «2 H 

zwei Reihen mit lauter positiven Gliedern, und ist die Reihe der u convergent, 
während gleichzeitig für jeden Werh des Index r 

dann ist auch die erste Reihe convergent. 

Denn es ist dann offenbar, wie gross mah auch die Zahl n annehmen 
möge, stets 

^1 -i- ••• + <„< (wo + «*i -* *"**«)• 

Würde dagegen die Reihe der u divergiren und zugleich für jedes r 

sein, so würde die Reihe der t ebenfalls divergiren, da jetzt immer 

Eine solche Vergleichsreihe, wie sie hier in derjenigen der u voraus- 
gesetzt wurde, existirt nun auch in der That und zwar in der schon im § 1 
angefahrten geometrischen Reihe 

1 4- w -f- 1*^ 4- • • • , 

und indem wir diese Reihe nun zu Grunde legen, können wir das obige 
auch so darstellen. Die Reihe 

^ + ^ H (0 

convergirt, wenn für jeden Werth des Index r 

sie divergirt dagegen, wenn für jedes r 

^y >«♦*', |m|> 1. 

Gratelins, Differentialrechnnng. \\ 
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Man kommt durch Betrachtang der letzten Resultate zu folgenden 
Schlüssen: Die Beihe (t) conyergirt oder divergirt, jenachdem der Quotient 

T 4-1 

je zweier auf einander folgender Glieder um ein Angebbares kleiner 

oder grösser als die Einheit ist. 

r 
U h ^ U ^r + 1 



h '« h V 



und zieht hieraus 



^ . ^ = ^ <:m2, ^ . ^ . -* = ^ < w», . . 

h h U ^r + l ^r + l ^ r 



"\ 



h h h K ^ 

oder auch 

t^<Zt^u, f3<tit€^, /4<'iw3, ..., /^^j<:fiw\ 
also 

<i -4- ^2 + ^3 + ^4 H h ^^:^i < ^ (1 H- w + m2 _j ^^^y 

Nun hat aber, wenn, wie hier vorausgesetzt |ee|<:l, die Reihe rechts in 
der Klammer für unbegrenzt wachsendes r die Grenze 

1 

und es ist daher 

^1 -H ^2 + • • • + C -ui + * • • < 



'• + 1 1— w 

d. h. die Reihe (t) convergirt, und zwar nach einem Werthe 

wo o<:ö<:L 

In ganz analoger Weise zeigt man die Divergenz der Reihe falls 

Das gewonnene Ergebniss kann auch so formulirt werden, dass man 
sagt, eine Reihe ist convergent oder divergent, je nachdem in 



fr 



1 



l+(*r 



die Zahl |x^ für jeden Werth des Index r einen um ein Angebbares von 
Null verschiedenen positiven oder negativen Werth hat. 
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§4. 

Wie man sieht, tritt hier sofort eine neue Frage auf, nämlich die nach 
dem Gharacter einer Beihe in dem Falle, dass \l^ sieh unbegrenzt der Null 
nähert; wobei es dann auch nöthig sein wird, zu unterscheiden, ob (jl^ von 
der positiven oder von der negativen Seite aus der Null zustrebt. 

Findet die Convergenz von jt^ nach Null durch die negativen Werthe 
hindurch statt, so kann die Beihe offenbar nicht convergiren, da dann ja 
die fundamentale Bedingung, dass die absoluten Beträge der einzelnen 
Glieder mit wachsendem Index abnehmen müssen, nicht erfüllt ist. Sind 
insbesondere dann sämmtliche Glieder der Beihe von einerlei Zeichen, so 
diyergirt sie. Sind die Glieder der Beihe von verschiedenem Vorzeichen, so 
kann auch Oscillation eintreten. 

Für die Convergenz der Beihe kommt also nur der Fall in Betracht, 
dass sich \t.^ von der positiven Seite aus dem Werthe Null unbegrenzt 
nähert, die absoluten Beträge der Glieder also abnehmen. Für diese Voraus- 
setzung ist nun in einem Sonderfalle die Entscheidung sehr einfach. Wenn 
wir nämlich eine Beihe von der Beschaffenheit haben, dass ihre Glieder 
abwechselnd positiv und negativ sind und dabei beständig und unbegrenzt 
abnehmen, also 

Wo -— Wi -H W2 — W3 H y 

lim h„|=Ö» 



n=oo 



dann wird die Beihe convergiren. 

Man sieht, dass dies nichts anderes ist, als was wir schon im § 2 ge^ 
landen haben. Ein Beispiel haben wir in der Beihe 



1.1 1 1 1 



2 3 4 ' 2r— 1 2r 



• • t , 



wo 



^ 



^-1 



= l-i-= ' 



2r . . 1 



2r — 1 



also 



f^r=2,^' ""^ = ^' 



und ausserdem ft^ stets positiv und unbegrenzt abnehmend ist. Die Beihe 
convergirt. Sie ist aber keine absolut convergente Beihe; denn wenn wir 
die Glieder durch ihre absoluten Beträge ersetzen, so erhalten wir eine 
divergente Beihe. In der That lässt sich zeigen, dass die Summe der Beihe 

,111 1 

2 3 4 n 

mit unbegrenzt wachsendem n selber über alle Grenzen wächst. Man kann 
nämlich die Glieder dieser Beihe in Gruppen zerlegen, für die sich dann 
folgendes ergiebt: 

11* 
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1 

3 + 


1 

4 


>>2. 


1 
4 








5^6 


-^- 


1 
8 


>4- 


1 
8 








1 
9- + 


4- • • • 4- 
10 ^ ^ 


1 
14 


>8. 


1 
16 




1 


+ 


1 

2« +2 


r 




l 
+ 1 


>2" 


1 


2" 


+ 1 


2»+i 



In jeder dieser UDgleichnngen tritt auf der rechten Seite der Betrag y 
anf. Addiren wir sie daher alle, so ergiebt sich, dass die Summe der Beihe 

mit wachsender Gliederzahl über jeden angebbaren Werth hinauswächst, 
denn es wird -^ v mit v unendlich. Die zuletzt betrachtete divergente Reihe 

ist unter dem Namen der harmonischen Reihe bekannt. Eine Reihe, 
wie die oben betrachtete 

1 1 1 

^~2""^y~4r"^ — ' 

die also zwar convergirt, aber nicht absolut convergent ist, bezeichnet man 
auch als semiconvergente Reihe. 

Diese semiconvergenten Reihen haben nun die Eigenschaft, dass ihre> 
Summe einen anderen Werth erhält, wenn man die Ordnung der Glieder 
der Reihe ändert. 

In der That, sei 

eine Reihe, deren Glieder zum Theil positiv zum Theil negativ seien, und 
die mit wachsendem n der Null zustreben. Wir denken uns dann diese 
Reihe bestehend aus zwei Reihen, deren erste aus den positiven Gliedern 
von \ gebildet wird, während die zweite aus den absoluten Beträgen der 
negativen Gliedern von 1 besteht. Diese beiden Reihen seien bezüglich 

otj -f- «a "4- • ' • H~ Ä "+- • • * 2. 

Pi -h p2 + • • • 4- ß,. + • • • 3. 

Ist nun 8^ die Summe der n ersten Glieder von 1, so wird sie sich zu- 
sammensetzen aus der Summe einer gewissen Anzahl, ^ Glieder von 2 und 
der Summe einer gewissen Anzahl, v, Glieder von 3, der Art, dass wenn 
9 , 7y diese Summen sind, man hat 
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and somit aach 

lim iS;, == lim (cT^ — O . 

n=oo (I,, v = co 

Hierans ist uud zunächst zu bemerken, dass die Keihe 1 bei jeder An- 
ordnung ihrer Glieder convergiren wird, wenn die Beihen 2 und 3 convergent 
sind. Ist eine dieser letzten Reihen divergent, so divergirt auch 1 unter 
allen Umständen. Zu untersuchen bleibt aber noch der Fall, dass beide 
Eeihen 2 und 3 divergiren. Dies ist nun der Fall, in dem man stets auf 
unendlich viele Arten die Ordnung der Glieder in der Reihe 1 so ändern 
kann, dass diese convergirt und zur Summe eine beliebig vorgegebene 
Grösse hat, oder auch dass sie divergirt bezw. oscillirt. 

Demnach sei g eine beliebige, aber endliche und positive reelle Zahl. 
Wir zeigen, dass sich eine Anordnung der Glieder der Reihe 1 herbeifühi^eii 
lässt der Art, dass die Summe der Reihe gleich g wird. Dabei dürfen wir 
annehmen, dass die einzelnen Glieder der Reihe 2 schon vom ersten an 
sämmtlich kleiner als g sind. Denn sollte dies nicht der Fall sein, so 
können wir nach irgend einem bißliebigen Gesetze die Glieder von 2 und 3 
so zusammenstellen, die a also mit positiven, die ß mit negativem Vorzeichen 
genommen, bis wir finden, dass die algebraische Summe einer gewissen 
Anzahl der ersten Glieder der so neu geordneten Reihe eine negative Zahl 
oder die Null ist, und die dann folgenden Glieder der obigen Bedingung, 
einzeln sämmtlich kleiner als g zu sein, gentigen. Ist dies errdicht, so 
nennen wir die Summe, von der zuletzt die Rede war, —g\ Dann ist 
unsere Aufgabe aber offenbar die, die noch übrigen Glieder der Reihen 
2 und 3 jetzt so zu gruppiren, dass eine neue Reihe mit der Summe g + g' 
daraus hervorgeht. Es ist das aber eine Aufgabe ganz derselben Art wie 
diejenige, welche wir uns von vornherein stellten. Wir vergeben der 
Allgemeinheit der Ueberlegung also nichts, wenn wir die obige Annahme 
(jedes Glied der a-Reihe sei kleiner als g) machen. 

Da nun die Reihen 2 und 3 divergiren, so können wir eine Endliche 
Anzahl vj von Glieder der Reihe 2 

so nehmen, dass ihre Summe zwar kleiner als ^ + ßi bleibt, aber um 
weniger als das folgende Glied «^ ^^ davon abweicht, oder dass die Differenz 
höchstens dieser letzteren Zahl gleich ist. Ferner können wir vg andere 
Glieder aus 2, 

80 nehmen, dass die Summe 
zwar kleiner bleibt als 



*! + •" +^1+^4-1"^ -v, + 2 J - - ' -v. + v. 



g^^i + ^2.. 
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aber sich von diesem Betrage wiederum um weniger oder höchstens um 
den Werth des folgenden Gliedes der a- Reihe 

%-l-^a + l 

unterscheidet. Daraus ergiebt sich sofort, dass 

«v. + i H h «vj^ v,< ßa + «v.+i 

ist. In dieser Weise wird man fortfahren. Allgemein kann man nach dem 
Gliede 



noch fernere v^ Glieder 

n 



% + ^«-H*" + ^n — 1 






OL. 



V, 



i + v,+ ...4.v„_l + v„ 



80 nehmen, dass man zwar findet 
aber zugleich auch ist 



«1 



-i-aa-H — + av,4.v,+...+v„S^-^ßi + -- + ß« — «v,+v,+.-. + v„4.i- 



Dann zeigt sich wieder, dass die Summe der zuletzt genommenen v^ Glieder 
folgenden Ungleichungen unterworfen ist 

Von diesen Zahlen v^, V2, . . . , v^ können übrigens auch einige gleich Null 
sein; denn es kann eines der ß, etwa ß^ so klein sein, dass die Summe 

ttiH h^^ + ,^ + ...^,.__^, 

die von 

g + h-\ + ß,-i 

um weniger als das Glied 

abweicht, auch von • , 

r; + ßi4-.---|-ß,^,+ ß. 

noch um weniger als jenes Glied sich unterscheidet, unter allen Umstanden 
aber muss die Summe 

Vi + V2 -+- • • • 4- v^ 
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mit n in's Unendliche wachsen, da die Summe 

ebenfalls mit n über alle Grenzen zunimmt. 

Mit den so erhaltenen, auf einander folgenden Gruppen von Gliedern 
ans 2 und 3 kann man nun die neue Beihe bilden 

a, -h ag H h a^^— ßj -}- «v. + i H ^- «v,-hv,— ?2 H 

die nichts anderes ist, als die Beihe 1 , nur in besonderer Anordnung ihrer 
Glieder. Und in dieser Reihe 4 können, da ja auch einige der v^. Null sein 
können, sich auch negative Glieder In Gruppen von auf einander folgenden 
zusammengeschlossen haben. Immer aber streben in der neuen Beihe so- 
wohl die Gruppen der positiven Glieder wie die der negativen Glieder 
mit unbegnrenzt wachsendem n der Null zu. Denn die n^^ positive Gruppe 
hat eine Summe, die kleiner als 

ist, während die folgende negative Gruppe kleiner als 

sein wird, während nach den gemachten Voraussetzungen jede dieser 
Summen für ein unendlich zunehmendes n die Null zum Grenzwerth hat. 
Setzen wir daher jetzt 

SO wird offenbar sein 

Und weil man nun n so gross annehmen kann, dass für diesen und jeden 
grösseren Werth von n das Glied 

immer kleiner als eine beliebige Grösse bleibt, so folgt aus der letzten Un- 
gleichung, dass in der That 

lim S; = ^. 

n = oo 

Es geht also in der That aus unseren Betrachtungen hervor, dass die 
Beihe 4 convergirt und g zur Summe hat. Denn ebenso gut, wie wir bei 
einer Gruppe negativer Glieder anhielten und so g als Grenzwerth von 
8' fanden, hätten wir auch an irgend einer anderen Stelle in einer positiven 
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oder negativen Gruppe stehen bleiben können, ohne dadurch ein anderes 
Ergebniss zu finden, da ja, wie wir sahen, die einzelnen Gruppen und somit 
auch ihre Theile nach Null convergiren. 

Ganz ebenso, wie wir hier aus der Beihe 1 eine neue 4 herleiten, als 
deren Summe sich eine beliebig vorgegebene positive Grösse g ergab, können 
wir auch die Glieder von 1 so anordnen, dass sich dann als Summe der 
Beihe eine gegebene negative Grösse herausstellt. In beiden Fällen kann 
man, unter Beibehaltung der gezeigten Methode, das Ergebniss insofern 
noch verallgemeinern, als man statt der Zahl g eine positive oder negative 
Function von n setzt, die dann für w = oo den Grenzwerth g bezw. — g hat. 
Und wenn man diese Function von n so annimmt, dass sie für unendlich 
wachsendes n den Grenzwerth ao oder überhaupt keinen bestimmten Grenz- 
werth hat, so führen uns ganz analoge Ueberlegungen wie oben zu dem 
Schlüsse, dass man die Beihe 1 in unendlich verschiedenen Weisen auch. 
in Beihen verwandeln kann, die divergiren oder oscilliren, d. h. unbestimmt 
sind.*) 

Unser Ergebniss ist also folgendes: 

Wenn die Glieder der Beihe 



u 



1 



l-w„-i-^ M 



theils positiv, tbeils negativ sind, aber mit wachsendem n nach Null con- 

vergiren, und 

a^ _l ^. a^_^ -1 (a) 

ßi ^ f-ßn-i-^ (ß) 

die Beihen der positiven Glieder bezw. der absoluten Beträge der negativen 
Glieder sind, dann ist 

1. wenn die Beihen (a) und (ß) convergiren die Beihe (u) unab- 
hängig von der Ordnung ihrer Glieder convergent, 

2. wenn eine einzige der Beihen (a) oder (ß) divergirt, so ist auch 
die Beihe (m) bei jeder Anordnung ihrer Glieder divergent, 

3. wenn beide Beihen (a), (ß) divergiren, so lassen sich die Glieder 
von (m) immer in unendlich vielen Weisen so anordnen, dass diese 
Beihe convergent wird und zur Summe eine beliebig gegebene Grösse 
hat; oder auch so, dass die Beihe (u) divergirt bezw. oscillirt, d. h. 
keinen bestimmten Werth besitzt. 

Im Besonderen können wir auch in Hinsicht auf den Ausgangspunct 
dieser Untersuchung sagen: 

Ist eine schlechtweg (d. h. nicht absolut) convergirende Beihe 
gegeben, deren Glieder nach Null convergiren, so kann durch geeignete 
Anordnung ihrer Glieder immer erreicht werden, dass diese Beihe so con- 
vergirt, dass ihre Summe eine beliebig gegebene Grösse wird; oder auch. 



*) Vergl. hierzu Pringsheim, Math. Analen Band 22, und Dini, Grundlagen 
für eine Theorie der Function einer reellen Veränderlichen. 
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dass sie divergirt oder unbestimmt wird, und zwar kann dies immer in 
unendlich vielen Arten geschehen. 

Der Specialfall, dass die vorhin betrachteten Reihen (a) und (ß) ein- 
ander gleich sind, d. h. dass a^^ss ß^, ist noch von besonderem Interesse. 
Denn nach dem Bisherigen können wir sagen: 

Ist 

eine divergente Keihe, und man bildet eine nene Reihe 

t*! + • • • -f- W^ _ j -+-••• 

deren positive Glieder diejenigen der Reihe (a) sind, und deren negative 
Glieder ebenfalls die Glieder dieser Reihe (a), nur mit negativem Vor- 
zeichen genommen, sind, so kann man auf anendlich viele Weisen erreichen, 
dass die nene Reihe (««) divergirt oder oscillirt oder endlich convergirt und 
zur Summe eine beliebige gegebene Grösse hat- 

So lassen sich z. B. aus der oben betrachteten harmonischen Reihe, 
die divergirt, die folgenden Reiben ableiten: 



1.1 1.11 1.1.1 1 

iH 1-4 1 J- 



1 1 1 

h 



n — 1 2w — 1 2w n 



1.1.1. 1 1 1 1 



1 11. 1 1 
4-^^ ^-f-^^ V + i; {- 



«—1 3*» — 2 3n — 1 3w n 
,,1111111111 

^-^■^T-^¥-*-T--2"^-5+¥-*-T-^7-^¥--3--^--- 

1 1.1 11. 



w — 1 (w — l)2-hl ' (w — 1)2 + 2 • * w2 « 

deren erste log 2, deren zweite log 3 zur Summe hat, während die dritte 
divergirt. Und diese Verschiedenheit resultirt nur aus der Anordnung der 
Glieder; denn in jeder dieser Reihen kommt im üebrigen neben jedem 

positiven Gliede -^ auch das entsprechende Glied vor. 

§5. 
Es sei zur Beurtheilung vorgelegt die Reihe (mit lauter positiven Gliedern) 

^1 -h ^ -h • • • , 1« 

und gleichzeitig gegeben die Reihe 

«<1 + «2 ~^" • * • ? ^• 

von der man weiss, dass sie convergent ist. 
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Wenn nun allgemein, d. h. für jeden ganzen positiven Werth von r, 



t U 

r r 



dann wird anch die Beihe 1. convergireu. 

Es ist nämlich unter dieser Voranssetzung 






und ganz ebenso findet sich weiter 



^1 wi 



t u 

r _ r 



^1 ^ W, ' 



sodass man also erhält 

^3 + ^4 4- • • • 4- ^y 4- • • • «3 4- W4 H • 4- w^ 4- • • • 



> 



oder 

^3 4- <4 4- • • • 4- ^^ 4- • • • < — (««3 4- M4 4- • • • 4- 2*^ 4- • • 0' 

Da nun die Beihe 2. convergirt, so stellt auch die Klammer rechts in dieser 
Ungleichung einen ganz bestimmten endlichen Werth dar. Dasselbe gilt 
somit auch von der Beihe 

^ 4- ^4 4- • • • 4- ^^ + • • • , 
und somit endlich auch von der Beihe 

^1 4- ^2 "^" ^3 4- ^4 4- • • • 4- ^y 4- • • • 

Wäre die Yergleichsreihe 2 aber divergent und gleichzeitig für jeden 
ganzen positiven Werth von r 

--■5 



r r 



dann wäre die Beihe 1 divergent. 

Der Beweis ist analog zu fuhren. Man zeigt, dass 



^z ^^ '^a T ,. r 



. -— ^ 9 • • • 9 j •— ^ 

^1 Ui ti Wj 



also 



<3 4- ^4 4- • • • 4- ^ 4- • • • > — (W3 4- W4 4- • • • 4- w^ 4- • • •)? 



Ui 



u. s. w. 
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Es giebt nun eine Reihe , deren Glieder nach K'nll convergiren nnd 
stets positiv sind, und die daher hier ebenso als Vergleichsreihe dienen 
^ann, wie oben die geometrische Reihe. Es ist dies die Reihe 

2* 3* w* 



welche convergirt für A; >> 1 , divergirt für A; ^ 1 ; der Fall eines negativen 
k ist offenbar nicht in Betracht zu ziehen, da dann die einzelnen Glieder 
der Reihe mit wachsendem n unendlich gross werden, die Reihe also sicher 
divergirt. Den besonderen Fall der Divergenz der Reihe für A; = 1 haben 
wir bereits kennen gelernt. Ist A; < 1, so sei 



*=!— V, 0<:v<:l; 
dann haben wir also die Reihe 






in der jedes Glied 



V 

n 



n' 1 



n n 



d. h. grösser als das entsprechende Glied der harmonischen Reihe ist, 

sodass also die Reihe 2 — r~7 sicher divergirt. 

n 

Wenn dagegen lol ist, so theilen wir die Glieder der Reihe in 

Gruppen so ein, dass eine solche Gruppe die pi Glieder 

1 



enthält. Die Summe 7^ einer solchen Gruppe ist nun offenbar 
und umsomehr 



1 



(j 



Nun ist 

*1 "^ ^2 






1 1 1 



1* 2* 3* 4* 




1 
H rH— 

(H.-f-l)' 





-+-•••> 
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d. i. nach dem rorhin festgestellten 

11 1 1 1 

j 1- . . . <- j 1_ 



3* 4*^ 2*~^ (2*~^)^ (2*-^)' 

Die Beihe rechts vom Ungleichheitszeichen convergirt aber für ä;>1, 
umsomehr muss also die Beihe links ebenfalls couvergiren. Wenn dies 
stattfindet, dann convergirt aber auch die Beihe 

1 l l 

1 -H -r -H -z: -f- • • • + 



X: 



was zu beweisen war. 

Wenn also die Frage nach der Convergenz oder Divergenz einer ge- 
gebenen Beihe 

1i ■+•'•' -\- t^ -\- ''' . 

zu prüfen ist, so werden wir als Vergleichsreihe zu Grunde legen 

1 1 

1 H r -+-••• H — r ~l" • • * 

2^ / 



wo also ist 



7c>l, 

1 



W- = -r^ «*-.,= 



'r r' '+' (r+lf 



und 



«r + 



welcher Ausdruck mit unbegrenzt wachsendem r sich der Einheit nähert. 



§ 6. 

Aus den letzten Darlegungen folgt nun der Satz, dass, wenn die unend- 
liche Beihe 

nur positive, nach Null convergirende Glieder besitzt und 



gesetzt wird, wo 

lim fx^ = 0, 



r 
r=oo 



die Keihe convergirt oder divergirt, jenachdem mit unbegrenzt wachsendem 
r das Product rfi^ sich einer Grenze nähert, die um ein Angebbares grösser 
oder kleiner als die Einheit ist. 
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Es sei 













lim rpL^ = p 

r = oo 
P>1, 


dann giebt 


es 


also 


immer 


eine 


ganze Zahl h so, dass 


and also 

wo 

Nun ist aber 






i<::A;<:p 

0<Ä<1. 



(,.i)'_,=..l.(^).. 



ein endlicher Ausdruck und es nähert sich 

r r A -f- - Y — 1 1 = A? -+- ( : ) • ^ + 



[(-l)'-]=-G)4 



mit unbegrenzt wachsendem r der Grenze A;, und femer war p = A; + ^, d. h^ 
die Grenze, der sich rfx^ nähert ist grösser, als diejenige, der sich 

rrci+ 



K-^)'-] 



nähert. Man wird daher immer einen Werth / von r ffnden können, von 
dem an 



(-»'-. 



d. h. 

1 1 



Nnn ist aber vorhin gezeigt, dass die Reihe, fttr welche 



»r + l 



convergirt für ganze positive ä;>^ 1. Es ist also, da jetzt 



^r+l ^^r + l 



• • • 



t u 

r r 

auch die Beihe 

als convergent erwiesen. 

Dieser Beweis bedarf indessen einer Ergänzung. Denn wenn oben die 
Grosse p eine Zahl ist so, dass 

i<:p<2, 



174 VII. Capitel. 

80 wird die Zahl Je in unserem Beweise gleich der Einheit und die Yer- 
gleichsreihe geht in die harmonische über, welche divergent, also für den 
vorliegenden Zweck nicht verwendbar ist. Wenn wir nun die Zahl Tc durch 
die Bedingung bestimmen 1 <: A; <c p , so wird sie eine rationale Zahl 



-j-^ a^hy oder auch eine irrationale Zahl sein. In beiden Fällen wird 
dann, wenn wir 

nach demselben arithmetischen Verfahren bilden, wie für ein ganzes posi- 
tives k sich eine unendliche Reihe ergeben, deren Convergenz für den hier 
stattfindenden Fall r>l indessen leicht zu erkennen ist. In der That 
wird diese Beihe die folgende sein 

(i+iy=i+*. i+(^). ;,+... +(*).i+... (R) 



Betrachten wir die Beihe 



'-(<)—-(?) 



-t- 



80 ist in derselben das Yerhältniss zweier aufeinanderfolgender Glieder 



^•+1 


k — * 
"i-hl 


= 


1 — 


k 

• 


^. 


1-h 


1 

• 



und nähert sich also für unbegrenzt wachsendes i der Einheit. Es wird 
hier zuletzt auch einmal ein Werth von i auftreten, der grösser als k ist, 
von dem an also 

0<1-4<1 + 1; 

$ i 

und von diesem Werthe von i an werden auch die Glieder der Beihe ab- 
wechselnd positiv und negativ sein, da ja dann der Quotient zweier auf- 
einander folgender Glieder nach obigen negativ ist. Zugleich aber werden 
von diesem Werthe an die einzelnen Glieder der Beihe unbegrenzt abnehmen. 
Nun das (i -j- «)*« Glied geht aus dem i*®*^ hervor durch Multiplicätion mit 
dem Ausdruck 

,_.,(-^)(-4t)-('-^^) 






1 



\ t — kj\ i — k,^\) \ t — k-hn — lj 
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Nun ist aber 



/, . l+k\f, 1-hk \ , , 



1 -hJc 1 + A; 

i — k i — k-hl 






, 1 4-Ä; . 1 -i-k , , l-{-k 

1 + -; ; — r 1 — ; — t -!-••• -f- r 



i — k i — k -h l i — k-i-n — 1 

(1 + A;) f r-i^ + T — l-r^'^-'+'-' — ri fV 

^ ^\* — k i — Ä-hl i — Ä + w — \) 

Für ein unbegrenzt zunehmendes i erscheint aber hier rechts wieder die 
harmonische Beihe, welche divergirt, sodass also dann auch das Product 
links über alle Grenzen wächst, wodurch dann auch der Nachweis erbracht 
ist, dass 

Hm(*\=,0. 
Wenn dies aber der Fall ist, dann convergirt auch die Reihe 

in der von einem bestimmten an die Glieder abwechselnd positiv und 
negativ sind (§ 3). Dann convergirt aber auch weiter die Eeihe (B) auf 
voriger Seite, da jedes Glied derselben kleiner als das entsprechende der 
Reihe (K) ist, weil wir ja r>>l voraussetzen. Wir dürfen also in der 
That die Entwicklung anwenden, wenn k eine beliebige positive reelle 
Zahl ist, somit auch in dem jetzt vorliegenden Falle, wo Kä;<2. 
Dann können wir aber auch vollkommen in derselben Weise weiter schliesseuv 
wie vorhin, insbesondere, dass für unbegn^enzt zunehmendes r 



li^r]^l+^)"-(\^lc. 



und können also den Beweis gans ebenso wie oben für ein ganzes k fuhren, 
was hier indessen nicht wiederholt werden soll. 
Würde aber in der oben vorgelegten Beihe 

zwar auch 



K 1 + J^r 

also {1. positiT gewesen sein, aber zugleich 

limr(i.,. = p, p<:l, 



r = oo 
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so mu88 die Beibe divergiren. Denn jetzt gäbe es also einen Werth r* 


von r, von dem an 


r>^<l, 




also auch 


1 1 


r 


Aber in der divergenten Reibe 




18t 


r 


sodass also 





d, b. die Reibe der Grössen t divergent ist. 

Es sei dem Leser anbeimgegeben, mit Hilfe der bisber gegebenen An- 
leitung die beiden Reiben zn nntersacben 

1 113 1 135 1 

■■ • — -+• — ■ • — — -4— — — — — ^ — • II I I • • • • 

2 3 2.4 5 ^2. 4. 6 7 

j_ 1-3 l'3-5 

2 "^2-4 "^2.4.6 ' 

wobei sieb ergeben moss, dass die erste convergirt, die zweite divergirt 



§7. 
Der Satz, dnrcb den die Convergenz oder Divergenz einer Reibe 

nacb vorigem Paragrapben zu entscbeiden ist, kann aucb nocb in einer 
anderen Form wie dort ausgedrückt werden. Wir batten gesetzt 

K+i ^ 1 

WO )A^ eine wesentlicb positive Grösse ist, und es fand Convergenz statt, 

wenn 

limr pi^ =1-1-0, 



r=oo 



WO 6 ebenfalls eine wesentlicb positive Grösse bedeutet. 
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Nun ist 






und wir können daher auch sagen: 
Die unendliche Beihe 

convergirt, wenn von einem bestimmten Werthe von r ab der Ausdruck 

t 



(>-^) 



14- Ol 



bleibt, wo O^ eine wesentlich positive Grösse ist. 

Und dem steht nun wieder analog gegenüber der andere Satz: 
Die Beihe divergirt, wenn der Ausdruck 



('-¥)<- 



6. 



bleibt, wo 62 ebenfalls eine wesentlich positive Grösse bedeutet. 

§ 8. 

Als elementare Convergenzregeln ergeben sich aus den bisherigen Dar- 
legungen die folgenden: 

1. Die Beihe 

tll-\-U2-\ h Wy + • • • 

ist convergent, wenn von einem gewissen Werthe p des Index r an 
bleibt, wo 6 eine Zahl ist, die der Bedingung genügt 

o<;.e<i. 

Wenn dies nämlich der Fall ist, dann sind die Glieder der Beihe Ui-h u^-i 

von demjenigen mit dem Index p an kleiner als die entsprechenden Glieder 
der geometrischen Beihe 

e + ö*-^ H h 6*" H 

Ist dagegen 

Gravelins, Differentialrechnung. 12 
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wo 61 > 1, SO sind die Glieder der Beihe von einem bestimmten ab grösser 
als diejenigen der geometrischen 

die jetzt divergirt. 

2. Die Reihe 

«1 -h Wg H h w^ H 

convergirt oder divergirt, jenachdem von einem bestimmten Werthe p des 
Index r ab, stets 



oder 






«r+l 



6. o<:e<:i 



r 

ist. 






Im ersteren Falle ist 



«'p+i<et/p 



«*. 



ÖWv . . <62t/ 



also für unbegrenzt wachsendes v 

wo die rechte Seite aber einen endlichen Grenzwerth hat. Also ist die 
Reihe der u convergent. 

Im zweiten Falle ergiebt sich analog j 

^p+iH-«*p4.2 + '-- + ^.4.v>^(öiH-er-i----+ öl'), 

wo aber jetzt die rechte Seite mit unbegrenzt wachsendem v über alle 
Grenzen wächst. Die Reihe der ii ist hier also divergent. 

§9. 

Bei strengeren Untersuchungen wird man also immer auf das im 
§ 4 und 5 gegebene zurückgreifen. Dort ist indessen doch eine Frage noch 
unerledigt geblieben, und ich werde auch erst an einer späteren Stelle 
dieses Werkes darauf weiter eingehen. 

Es bleibt nämlich, wenn wieder 
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die Beschaffenheit der Beihe ^i + ^9 + * • • unentschieden, wenn 



lim riJi^a= 1. 

r=oo 



Wir wollen, wie schon erwähnt, hier nicht allgemein auf diesen Fall ein- 
gehen, sondern nur so viel feststellen, dass die Beihe auf alle Fälle divergiren 
wd, wenn r\L^ sich zwar unbegrenzt der Einheit nähert, von einem be- 
stimmten Werthe von r ab aber stets unter dieser Grenze bleibt. Denn, in 

der That ist ja dann 

1 

^Iso 

1 1 



r 



'r + l »• 



oder 

U 

d. h. grösser als der Quotient der entsprechenden Glieder der (divergirenden) 
iiarmonischen Beihe. 

M. A. Stern hat darauf hingewiesen, dass dies noch zu yerallgemeiuem 
ist. Die Beihe der t wird nämlich auch dann noch diyergiren, wenn fi,. 
•eine Zahl ist so, dass 

1 1 

r "^»^ r — C 

wo C eine beliebige reelle Zahl C < r bedeutet« Jetzt ist nämlich 

1 1 



r — C 



d. h. grösser als der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der 
•divergenten Beihe 

11 11. 



l-C 2-(; r-t ' r4-l— C 

Als Beispiel fuhrt er die Beihe an 



/log 2\» /log 3\« /log r\« 



4- 



wo die Logarithmen natürliche sind oder überhaupt einem System augehören, 
dessen Basis grösser als 1 ist, sodass sie also mit den Zahlen unbegrenzt 
wachsen. Diese Beihe convergirt für w > 1 und divergirt für w < 1. Es 
ist nämHch hier 

K+\ /log( 



V + i ^ / log (r + l) Y / r Y ^ 1 



12' 
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also nach einfacher Redaction 



(-^y 



M = ; r- 1 = V 1 , 

r 



( log(l 



logr 
and somit 

Nun nähert sich der Zähler von rv^ oder 



r 
mit wachsendem r der Grenze 



(-^r 



r H-n. 
Im Nenner dagegen hat 



1 ^ ^^ilili) 



logr 

bei unbegrenzt zunehmendem r die Einheit zu Grenze, unter der es jedocht 
immer bleibt, da stets 



loff(l + i) 



logr 

während der Zähler mit zunehmendem r sich immermehr der Null nähert^ 
der Nenner aber unbegrenzt wächst. 
Es wird somit zwar stets 

r v^ < r 4- w 
bleiben, sich aber diesem Werthe unbegrenzt nähern, und daher auch stets 

rp. <:w 



sein, sich aber diesem Werthe unbegrenzt nähern, Ist dann also «> 1, so 

wird auch 

limrfjL^>l, 

mithin die Reihe convergent sein. Ist w < 1, so gilt das auch von lim r^^y 
und die Reihe divergirt. 

Ist endlich w= 1, so ist noch immer 

d. h. 



und die Reihe divergirt. 



r 
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§ 10. 

Diese elementaren Darlegungen über die Convergenz und Divergenz 
unendlicher Beihen mögen abgeschlossen werden mit einem Ganss'schen 
Satze, von dem später Gebrauch zu machen ist. 

Wenn 

Wi + t^2 + • ' • + ^'n "^ * • • 

eine unendliche Beibe ist und der Quotient zweier aufeinander folgenden 
<jlieder sich in der Form 

^n 4- 1 »i^ -+- «1 W^ ~ ^ -I- «2 ^^ " ^ H- ' • • ■+■ ^Jfc 

darstellen lässt, wo v eine ganze positive Zahl ist und selbstverständlich 
vorausgesetzt wird, dass die a. und h. nicht identisch sind, so wird die 
Ecihe convergiren, wenn 

&i — ai> 14-6, 

wo eine wesentlich positive Zahl ist. In allen anderen Fällen divergirt 
die Beihe. 

Setzen wir nämlich 



so wird 



J^.= 






welcher Werth sich mit unbegrenzt zunehniendem n der Kuli nähert. Von 
einem bestimmten Werthe r?/ von n an ist dieser Quotient somit jedenfalls 
positiv, und die Glieder der Beihe haben von da an alle dasselbe Vorzeichen. 
Pemer ist 

{\ — «i) + (^8 — Ö2) — H 

^»-n = — 1 i 

l 4- «1 h «2 — ö -h • • • 

Es nähert sich also n\L^ der Grenze 

lim w |x^ = 61 — öfi . 

Ist nun fti — % negativ, so wird, von einem bestimmten Werthe n' von n 
an, n |i^ auch negativ und somit auch p.^ < 0, d. h. also die Beihe divergirt 
in diesem Falle. Ist weiter 

h — ^1 = 1 — 81, 
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wo e eine wesentlich positive Grösse bedeutet, so ist also 

lim w pL^ < 1 , 

d. h. auch in diesem Falle wird die Beihe divergiren. Ist dagegen 

ftj — ai = 1 + ö 

und 6 ebenfalls eine wesentlich positive Grösse, so findet man 

lim n\x^> 1 , 

und die Reihe convergirt. 

Es könnte noch vorkommen, dass mehrere Coefficientenpaare im Zähler 
und Nenner des obigen Ausdruckes einander gleich werden, etwa 

f 

&i — «1 = 0, fcj — a2 = 0, &3 — «3 = 0, ... 

Dann ist also b. — a^ die erste nicht verschwindende Differenz, und man 
findet 

n 

^I^n= i i ' 

1 + «1 h «2 — 9 + • • • 

sodass sich also jetzt der Zähler von n ;x^ und daher auch diese Grösse 
selbst für unendlich werdendes n der Null nähert. Es ist also dann 

lim ?^ [x^ == , 
und die Eeihe divergirt. 

Ist 

&i — öl = 1 , 

so findet man 

,. &i — «1 1 
um nu= — ~ = 

Wenn also a^ positiv ist, so wird stets 

bleiben. Ist aber aj negativ, etwa gleich — a^ , so setze man 

ttj + 1 =7), 

wonach also 

lim fx = < , 

^ n — a^w — T) 

sodass mithin auch in diesem Falle die Reihe divergirt. 
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§ 11- 

Abel hat einen Satz gegeben, der für unsere Untersuchungen in diesem 
Capitel von besonderer Wichtigkeit ist. 

Wenn nämlich eine convergente Reihe gegeben ist 



Wo + t(i H h w -h 



1. 



und ausserdem eine unendliche Folge von positiven Zahlen olq^ «j, ..., 
a^, . . . , von denen keine grösser als die vorhergehende ist, und welche 
die Eigenschaft besitzen, dass die Reihe 



^0 



+ I «Q — «1 1 -H I «j — 0^2 I + 



2. 



ebenfalls convergirt, so wird auch die Reihe 



«Q % 4- otj t«^ -h • • • -h a^ M^ -H • • • 3. 

convergent sein. 

Um die Convergenz von 3 nachzuweisen, ist zu zeigen, dass der Rest 
dieser Reihe, also, wenn n einen gewissen Werth des Index bezeichnet, die 
Reihe 



a« + i«*n+i 



''^n + V *'n + V ' 



für alle Werthe von v dem absoluten Betrage nach kleiner bleibt, als die 
beliebig klein zu wählende Zahl e, während zugleich bekannt ist, dass, da 
1 convergirt, 



u 



n + 



1 + • • • -f- W, 



n + v 



ö, 



WO B ebenfalls eine beliebig kleine Zahl bedeutet. 
Nun ist aber 



^n + lK + l-^ ^-^n + v^n+v 






and somit hat man auch 



V 



i) 



«n + v-o' 
+ K«» + v-l 



+ «« + v + «» + v 






H- I (a„+i — 



a 



n + 2 



)-.s 
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Andererseits ist 

+ v = «0 — («0 — «i) — («1 — «2) K+v-i — «« + v)' 



«« 



also auch 

' ^ I «0 I + I «0 — «1 I -+- I «1 — «2 I H 1- I «„ + V-.1 — «« + v I» 



°^n + v 



d. h. 



«„ + v| <^? 



wenn a die Samme der convergenten Eeibe 2 bezeichnet. Und ferner ist, 
eben weil 2 convergirt, 



«« + 1 — «n + 2 



+ • • • —I- I GC - OL I <r^ a 



sodass also, wenn man setzt 

£= 2(7Ö, 

stets 

also beliebig klein wird, wenn man 8 beliebig klein wählt, wodurch der 
Satz bewiesen ist. 

Wenn die Reihe 1 übrigens absolut convergent ist, so gilt dieser Satz 
auch dann noch, wenn die Grössen a,. die durch 2 ausgedrückte Bedingung 
nicht mehr erfüllen. Es genügt dann, um auch der absoluten Gonvergenz 
versichert zu sein, dass die 

wenigstens von einem bestimmten Werthe des Index i an , stets unter einer 
gegebenen Grenze bleiben. Denn ist a diese Grenze, so hat man offenbar 

^ « (h« + l 1 + • • • + I «n + V I) ^ » • Ö- 

Sind die Zahlen a,. so beschaffen, dass sie bestandipr zunehmen oder 
abnehmen, aber sich einer gegebenen Grenze 7 dabei fortwährend nähern, 
so ist (7 leicht zu ermitteln. Man findet dann nämlich offenbar 



^ = I «0 I -+- I «0 — 7 



§ 12. 

Nunmehr können wir uns zu dem Hauptgegenstande dieses Capitels 
wenden, nämlich zur Betrachtung von Keihen, deren einzelne Glieder 
Functionen einer reellen Veränderlichen x sind. 

Ist 

Wo + Wi + •••+«„ H 
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«ine solche Beihe, so wird sie für alle Werthe eines gegebenen InterTalles 
(x,a; + Ä) convergent sein, wenn es möglich ist für jeden in diesem Inter- 
vall enthaltenen Werth von x und für jeden Werth der beliebig kleinen 
Orösse e einen Werth des Index n so zu bestimmen, dass man hat 



4/ ^ . . . _L- 4/ 



e» 



^'0 also s beliebig klein angenommen werden kann. 

Im Allgemeinen wird sich also die Zahl n als Function von x und e 
erweisen. Es ist somit auch der Fall möglich, dass für gewisse aus- 
gezeichnete Werthe yon x die Zahl n unbegrenzt wächst, ohne jedoch für 
irgend einen besonderen Werth von x jemals unendlich zu werden, d. h. diese 
Zahl kann, ohne, jemals selbst unendlich zu werden, zur oberen Grenze <x 
haben. Dann wird aber nicht mehr zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl 
£ ein Werth des Index, «', gehören, der Art, dass für jedes 

und für alle Werthe von x in dem Intervalle (;r, x -I- h\ stets der absolute 
Betrag des Bestes der Beihe kleiner als e bleibe. 
Eine Beihe dieser Art ist z. B. die folgende 

a? -h rc (1 — a:) -f- • • • -f- a; (1 — x)^ A , 

wo die Variabele auf das Intervall (0, 1) beschränkt wird und die Endpuncte 
nicht zum Intervall gerechnet werden. Da hier 

0<a;<l, 

so ist der Best der Beihe, d. h. die Summe der auf das hingeschriebene 
n*« folgenden Glieder 

Soll dies nun kleiner als e bleiben, so muss also 

(l— a;)"^"'<:s 
sein, woraus sich ergiebt 

^ löge 
log(l— a:) 

Danach besitzt also n in dem ganzen betrachteten Intervalle endliche Werthe, 
hat aber für nach convergirende Werthe von x die obere Grenze oo , 
ohne dieselbe jedoch zu erreichen, da der NuUwerth der Veränderlichen 
nicht in dem betrachteten Intervall liegt. 

§ 13. 

Diese Möglichkeit führt nun zunächst zu einer Unterscheidung der 
Reihen, deren Glieder von einer Yariabeleu abhängen, in zwei grosse Classen. 

Eine Beihe heisst gleichmässig convergent im Intervalle {x,x -+- //), 
wenn sich zu jeder positiven und beliebig kleinen Zahl e eine endliche Zahl 
m linden lässt von der Eigenschaft, dass für n'^m und für alle Werthe 



186 ^'11. Capitel. 

von x^ die innerhalb des Intervalles in Betracht kommen, der Rest der 
Reihe dem absoluten Betrage nach kleiner als e ist. 

Die Reihe heisst dagegen nicht gleichmässig convergent in dem ge- 
gebenen Intervall, wenn nicht zu jeder positiven Zahl e eine endliche 
Zahl m vorhanden ist, welche den vorher genannten Bedingungen genügt. 

Man kann hier noch einige fernere Begriffe einführen. So ist es denk- 
bar, dass eine Reihe zwar in einem gegebenen Intervall nicht in dem eben 
definirten Sinne gleichmässig convergent ist, aber diesen Charakter er- 
halten kann, wenn man aus dem Intervalle (x, x -H h) eine endliche Anzahl 
willkürlich kleiner Intervalle ausscliliesst, sodass in jedem der übrig 
bleibenden Theilintervalle von (j?, x 4- h) die Reihe allerdings wieder gleich- 
massig convergirt. Dann sagt man, die Reihe convergirc im Intervalle 
(ar, x-\-h) nur im Allgemeinen gleichmässig. 

Einfach gleichmässig convergent wird endlich eine Reihe in dem 
Intervall (a:, x H- /») genannt, wenn zu jeder positiven, beliebig kleineu Zahl 
s und zu jeder Zahl n' nur eine oder einige ganze Zahlen n sich finden 
lassen, die nicht kleiner als n' und so beschaffen sind, dass für alle Werthe 
von a?, die dem Intervall (a?, x-^-h) angehören, der dieser Zahl n entsprechende 
Rest der Reihe dem absoluten Betrage nach kleiner als e bleibt. 

Man kann hiernach also wol sagen, dass eine zwischen x und x -^ h 
gleichmässig convergiiende Reihe immer auch einfach gleichmässig con- 
vergent sein muss. Die umgekehrte Behauptung lässt sich aber im All- 
gemeinen nicht beweisen. 

Sofern man sich aber auf solche Reihen 

«0 -+- "i H • + t*i -h • • • 

beschränkt, welche in dem Intervall (Xy x -h h) nur aus positiven Gliedern 
bestehen und für diese Werthe von x gleichmässig convergiren, oder auch 
noch solche Reihen in Betracht zieht, die zwar negative Glieder besitzen, 
aber einfach gleichmässig convergent bleiben, wenn man statt dieser Glieder 
die absoluten Beträge einführt, dann kann man allerdings zeigen, dass die 
Bedingungen, welchen derartige Reihen zu genügen haben, nothwendiger 
Weise auch ihre gleichmässige Convergenz in dem Intervalle (ar, x -h h) zur 
Consequenz haben. 
Es sei nämlich 

w'o + w'i -h • • • -f- w'„ + • • • 

die Reihe, welche aus den absoluten Beträgen der Reihe 

besteht; und v eine der Zahlen, die nicht kleiner als ein bestimmter Werth 
des Index n sind, und für die, nach den gemachten Voraussetzungen, der 
entsprechende Rest Ä'^ der Reihe u'q -}-... für alle in Betracht kommenden 
Werthe der Veränderlichen x kleiner als e bleibt, also 

JRf. I <: e. 
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Dann ist aber klar, dass auch alle folgenden Eeste -R'^^i, -ß'v + g? • •• ^^^ 
gleichen Reihe ebenfalls sämmtüch kleiner als e sind, insofern keiner grösser 
als E^ ausfallen kann. Dass muss aber weiter dasselbe umsomehr gelten 
für die Reihe der Reste B^, -^n+i' • • • ^^^ ursprünglichen Reihe; und diese 
Reihe ist somit gleichmässig convergent. 

§ 14. 

Der einfachste, wegen seiner Bedeutung in der Analysis und deren An- 
wendungen aber zugleich wichtigste Fall der von einer Veränderlichen ab- 
häijgigen Reihen ist derjenige, in dem die einzelnen Glieder der Reihe durch 
die ganzen positiven Potenzen der Variabein gebildet werden. Eine solche 
Potenzreihe wird also die Gestalt haben 

«0 + aj a; -f- a2 ir^ 4- . . . 4- a^ a;" -+- • • • , 

wo die a^ von x unabhängige endliche reelle Zahlen bedeuten. 

Man wird nun für x einen solchen Werth finden können, dass die ab- 
soluten Beträge der einzelnen Glieder nicht über alle Grenzen wachsen, ein 
derartiger Werth ist beispielsweise immer a? = 0. 

Unter diesen Werthen von x sei nun 5 derjenige vom grössten absoluten 
Betrage, und g die obere Grenze der absoluten Beträge | ^q |, . . . , | öf^.a;* |, . . . 
für aj = $. 

Dann lässt sich beweisen: 

Die Reihe 



«0 + ö^i a? H ha^x + 



ist absolut und gleichmässig convergent, für alle Werthe von x^ welche die 
Eigenschaft haben, dass 

wo 

Die gegebene Reihe kann nun in der That so geschrieben werden 

und es wird also der absolute Betrag des wten Gliedes 

Sei nun zur Abkürzung gesetzt 

Dann ist aber die Reihe der absoluten Beträge 

a^x 



Uq 



H H a„ ic + 
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Ton der Beschaffenheit, dass ihre einzelnen Glieder kleiner sind als die 
entsprechenden Glieder der geometrischen Beihe 

TS'elche hier convergirt. Die vorgelegte Beihe ist also ahsolnt convergent. 
Um sich auch von der gleichmässigen Convergenz zu überzeugen, ge- 
nügt es, zu bemerken, dass man hat 



(Z I ^ X -u . . . -+- O . X 



^^'n + l + '-'-^^n + v; 



und um diese Grösse kleiner als die beliebig kleine positive Zahl e zu 
machen, braucht nur ti so gewählt zu werden, dass 

'-4 

Dies lässt sich nun aber ganz unabhängig von x erreichen; es leistet also 
derselbe Werth von n für alle in Betracht kommenden Werthe von x 
dasselbe, und die Eeihe ist somit eine gleichmässig convergente. 

§ 15. 

Eine absolut und gleichmässig convergente Potenzreihe ist offenbar 
eine Function der Veränderlichen, von der ihre einzelnen Glieder ab- 
hängen. Es entsteht nun die Frajj^e, in welcher Weise es möglich ist, eine 
gegebene Function umgekehrt durch eine Reihe nach Potenzen der Variabein 
darzustellen. 

Zu dem Zwecke der Beantwortung dieser Frage betrachten wir zunächst 
die ganze rationale Function vom Grade tn 

f(x + Ä) = «ü + o'i (^ + Ä) H h a„^ (x -h hy\ 

wo mit h eine Constante bezeichnet wird. Ordnen wir diese Function dann 
nach den Potenzen von h^ so findet man folgende Darstellung 

f(x + h) = fix) + hnx) + -^ r(^) -4- • • • -+- , ' rix). 

Wir suchen nun, dieses Ergebniss auszudehnen auf den 1^11, dass die 
Function nicht mehr ganz und rational ist, sondern nur die Eigenschaft 
hat, in dem Intervall {x^x-\-h) mit ihren n — 1 ersten Ableitungen 
endlich und stetig zu bleiben. Dazu betrachten wir die Function 

^{s) = nx + h)—nx)-{x-\-h-^)fiB) 1. 

wo die Constante M durch die Bedingung bestimmt wird, dass ^{x) für 
z = x verschwinde, also 

ist. Durch Differentiation findet man 
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+ f (/) + (x + h — z) f" iß) ■\ h Ä (« + Ä — ^)* ~ ^ M 

Auch diese Function wird von z = x bis z^x-^-h stetig sein , wenni 
f*\z) selber innerhalb dieses Intervalles stetig ist. Dann ist aber nacL 
einem bekannten Satze (Cap. III) 

9 (a; + /«) — ? ix) = Äcp' {x -h 6Ä) 

o<:e<:i. 

Aber es ist 

9 (a; 4- Ä) = 

? W = 0, 
und somit 

1 • z • • • ^u — 1^ 



woraus folgt 



^- /.'■T,T:r.> -'<'-^")- 



Führen wir diesen Werth von M in Formel 1 ein und setzen nachher 
z=:x^ 80 erhalten wir 

fix + Ä) = fix) + hrix) + ...+ i.2f.(^_i) f-'-\x) + ie„, 2. 
wenn wir zur Abkürzung setzen 

Wir haben also in der That eine Entwicklung für f(x-{- h) gefunden^ 
welche derjenigen einer rationalen ganzen Function analog ist. In dem 
Restgliede B^ ist der Exponent k noch willkürlich. Wir können also 
durch besondere Bestimmungen über denselben dem Restgliede verschiedene 
Formen geben. Setzt man 

Ä = w, 
so wird 

welche Darstellung des Restes der Reihe 2 Lagrange zuerst gegeben hat. 
Nimmt man dagegen 
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so erhält man 

(1 — Q^'^ jj! An) . . n ,x 

Diese letztere Form hat Cauchy angegeben. 

Es bedarf wohl kaum besonderer Erwähnung, dass die Grösse 6 nicht 
denselben Werth hat in der Lagrange'schen Form für B^ wie in der 
€auchy'schen. Es ist 6 eine willkürliche Grösse, von der für beide Formen 
nur so yiel feststeht, dase < 6 < 1. 

Die durch die Formel 2 gegebene Darstellung einer Function f(x-hh). 
welche in dem Intervall (a?, x-hh) mit ihren n — 1 ersten Ableitungen 
-endlich und stetig ist und von deren w*®"* Ableitung wir ebenfalls voraus- 
setzen, dass sie in diesem Intervall wenigstens überall endlich sei, ist von 
Taylor gegeben und wird nach ihm als der Taylor'sche Satz bezeichnet. 

Aus der Taylor'schen Eeihe lässt sich ohne Weiteres noch eine andere 
Darstellung einer Function des Argumentes x durch eine unendliche Keihe 
ableiten. Setzen wir nämlich in 1 

und schreiben in der resultirenden Formel x an Stelle von ä, so erhalten wir 

wo unter f^'\0) der Werth von /^"^(x) an der Stelle x = verstanden ist, 
und für B^ die Darstellung gilt 

oder 

^\ 1.2...(w-l)^ ^^^^ 

o<e<::i. 

Diese Formel 3, unter dem Namen der Maclaurin'schen Reihe 
T^ekannt, wird also anwendbar sein auf eine Function, welche in dem Inter- 
Talle (0, x) endlich und stetig ist, und deren n erste Ableitungen daselbst 
die gleiche Eigenschaft haben. 

Es möge indessen gleich hier darauf hingewiesen sein, dass unsere 
jetzigen Betrachtungen zwar für eine erste Herleitung der Taylor'schen und 
der Maclaurin'schen Reihen genügen, dass neuere Untersuchungen indessen 
-den Nachweis erbracht haben, dass die allgemeine Formulirung der durch 
2 und 3 ausgesprochenen Sätze auch wesentliche Einschränkungen erfahren 
kann. Hierauf wird im zweiten Bande zurückgekommen. 
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§ 15. 

Znuächst wenden wir uns zu einigen Anwendungen der erhaltenen Re- 
sultate. Es sei 

f{x) = (1 + xr 

und m eine beliebige reelle Zahl, (die also im Allgemeinen irrational ist). 
Wir haben dann 

/'(a;) = m(l-haj)'""^ 

fXx) = w (w — 1) (1+ xf"^ 



/<«)(a;) = w (m — 1) . • . (m — w + 1) (1 -h a?)"*"" 
und daher 

f(0) = m 



f<''\0) = m (m — 1) • . . (m — n -h 1). 
Man erhält also 

(1 4-a;r = l +»wa; + (^^U2 + ...-4-f ^^^a;"--^ + i?„, I. 

i?=(l-ö) i..2...(n-l) (1+Öa:) ^, 

d. i. den binomischen Lehrsatz, dessen Gültigkeit, unter einer gewissen 
Bedingung, auch für irrationale m wir schon oben (§ 6) gelegentlich 
erkannten. 

Wir wollen nun auch hier noch einmal nachweisen, dass die für 
(1 + x)"* erhaltene Reihe absolut convergirt, wenn 

In der That wird, wenn die letzte Ungleichung erfüllt ist, 



lim 22^ = 0. 

n = oo 



1) •" ' 



Denn es lässt sich E„ darstellen als Product der drei Factoren 

für die folgendes gilt. Es ist immer 

da nämlich 

x> — 1 
und somit auch 

1 + ea;>l — ö. 



o; 
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Ferner ist stets 



; (1 + 9*) 



m — 1 



(H-a;) 



Wl — 1 



und endlich nähert sich der dritte Factor unbegrenzt dem Werthe Null, 
wenn n unbegrenzt wächst. Um uns davon strenge zu überzeugen, sei 



nt(m — 1) • • • (w — w + 1) 



x' = P^. 



1 . 2 ... (w — 1) 
Setzen wir w + 1 an Stelle von n, so erhalten wir leicht 






n 



woraus ersichtlich wird, dass 



also 



limP^_^^ = —x, 



lim P 



« + i 



X 



Ist also p eine Zahl so, dass 

so wird sich immer ein Werth v des Index n finden lassen, von dem an stet& 



m — n 



n 



X 



Dann ist aber 



v + 2 



P 
P 



v + 1 



p2 \p 

r M- V 



v+v' 



vH-V — 1 



Die absoluten Beträge der Grössen P^ sind also kleiner als die entsprechen- 
den Glieder einer convergirenden geometrischen Eeihe, nehmen daher auch 
mit unbegrenzt wachsendem Indexwerthe unter jeden angebbaren Betrag 
ab, sodass in der That 

lim2?„ = 0. 

Gleichzeitig hat sich aber auch aus der Betrachtung der Eeihe der absoluten« 
Beträge der P^, die absolute Convergenz der Reihe für (1 4- a;)"*, bei be- 
liebig reellem m und 

|^|<1, 

ergeben. Wir können also sagen, dass dann die Function (1 + xy* in der 
That durch die gegebene Reihe dargestellt wird. 

Diese Darstellung findet aber nicht mehr statt, wenn 



X 



1 
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da alsdann die Beihe divergent wird. Denn es ist in diesem Falle der 
Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder 

m — »-I- 1 

a?, 

n 

der mit unbegrenzt wachsendem n sich dem Grenzwerthe — x nähert, also 
dem absoluten Betrage nach grösser als die Einheit ist. 
Als zweites Beispiel wählen wir 

f(x)^log(l-hx). 

rix) = (n- x)- ' 
nx)^'-(i + xr' 

/""(a?) = l-2.(l+a?r* 



Es ist 



und somit 



/<«-i^(a:) = (— !)••. 1 . 2 • . . (w — 2) (1+ a:)"""*"^ 
/•<") (a;) = (— 1 )" + ^ 1 . 2 . . . (w — 1 ) ( 1+ a?r " , 



/•(o)=o, r(o)=i, r(o)=-i, ... 

^(n-l)(Q) = (__ i)~. 1 . 2 . . . (» — 2) 

f<«)(0) = (— 1)" + ^ 1 . 2. .. (n— 1) (1 -+- ea;)"'*, 

wonach sich folgende Darstellung von log (1 + a;) durch die Maclaurin'sche 
Reihe ergiebt 

log(l+a;) = a:-y + ^- (- i)«.|!_^ + Ä^ H. 



B^ = (- 1)* + ' . (1 - 6)*—' (1 H- ^x)' "a?" 
^ ^^ l-h6icVl+6a?j ^• 



Es ist auch hier wieder 



wenn 



1 + 6a; 


lim R^ = 0, 

n=oo 


X <!. 



Denn der erste Factor von R„ ist ± 1 , der zweite bleibt endlich im 
betrachteten Intervalle, der absolute Betrag des dritten ist kleiner als die 
Einheit und der vierte endlich wird mit unbegrenzt zunehmendem n 
unendlich klein. Die unendliche Beibe 



X _ X . _ , ^ ^fi _^ j X 



« — -Ö- + -5-H »-(— 1) 



2 3 • V ^ ^ 

convergirt also für a; | < 1 in der That, und ihre Summe ist log (1 + x). 
Setzen wir nun — a? an Stelle von + a?, so kommt 

log(l -a?) = — a?--^ ~y -^ °^- 

Gravelins, Differeiitialrechnang. ^3 
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und somit durch Subtraction dieser Beihe von der für log (1 -4- x) 

Diese letztere Gleicbung nun in Verbindung mit der Fandamentalrelation 

log m + log n = log mn 

bildet die Grundlage für die Berechnung der Logarithmentafeln. Man 

nimmt zu dem Zwecke noch folgende Transformation mit IV vor. Es wird 

gesetzt 

1 — x = a 

b 



x = 



Dann geht IV über in 



^^S == 2 { IT— —7- + ..v, ^... H )• IV a. 

a \za-hb Si^a-i-by J 



Zunächst wird man log 2 berechnen, indem man setzt 

. a= 1, 2? = 1. 
Es ergiebt gich 

log2 = 2(i+^, + ^,+ ...) 

Setzt man ferner 

a=2, 6 = 1, 
so erhält man 

1 3 ^/l 1 1 \ 

und dann durch Addition beider Reihen 



Für 
kommt 

und da 



3 
log 2 + log ^ = log 3. 



log 



= 125, 7> = 3 

128 ^/ 3 
125 



V253 ^ ; 



log 128 = 7 log 2 , lug 125 = 3 log 5, 

so giebt die letzte Gleichung auch log 5 Ist dieser letztere Logarithmus 
berechnet, so lässt sich auch, noch eine Reihe für log 3 aufstellen, die besser 
convergirt, wie die vorhin gegebene. Da nämlich 

81 = 3^ 80 = 2^.5, 
so bat man 



41og3-4log2-logö = log|l = 2(3i^4--y + ...) 
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Zur Berechnung von log 7 wird man beachten, dass 

7^ = 2401, 25.3.52 = 2400, . 
also setzen . 

a = 74— 1 = 2400, 6 = 1 
und erhalten 



• i* 



41og7-51og2-log3-21og5 = log|j^ = 2(jij + ...) 

In ähnlicher Weise ist IVa. weiter anzuwenden zur Berechnung der 
Logarithmen der Primzahlen, aus denen dann durch Addition die Logarithmen 
der zusammengesetzten Zahlen sich herleiten lassen. 

Wie schon früher bemerkt wurde, sind die so berechneten Logarithmen 
natürliche, auf die Basis e bezogene. Um sie in die in der Praxis ge- 
brauchten Brigg'schen Logarithmen zu verwandeln, müssen sie noch mit 
dem Modul der Brigg'schen Logarithmen 

JJf = y-^, = 0,434294 . . . 
log 10 

tnultiplicirt werden. Denn es ist 

10 = c^"^'^ 



also wenn 
auch 
und somit 



d.h. 



a; = 10^ 

y = log brigg. x 
yloglO = logir, 

log brigg. ^ = j^ log ^, 



wenn, wie immer in diesem Werke, das Zeichen- log allein stets auf natür- 
liche Logarithmen hinweist. 

i 

.'. : . •-- . ' ■•-§ X?-. ■' ... ■•-■-■•-■••:•-. 

Zu weiterer Anwendung der Maclaurin'schen Reihe betrachten wir die 
Eiponentialfunction 

für die allgemein 

und somit 

/W(0)=1, • ■ 

13* 
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Es ergiebt sich also 

(1-6)-^ e, 

-«» 1.2... («—!)'" * • 

Der Best JR, convergirt aber für jedes endliche x bei unendlich zunehmen- 
dem n nach Null. Denn es ist 

und für jedes endliche x 

lim ?. = 

Die Reihe 

x^ x^ 

1.2 1 • 2« • •» 

• onvergirt also und stellt die Function e* dar. 
Setzen wir — :r an Stelle von x^ so kommt 



2 ^ 

— X •* . X .,^«>fi X 



e 



= l-^ + rT2---- + (-^)" 172777^ + -' ^a. 



eine Reihe, von deren Convergenz wir ohne weiteres überzeugt sind, da V 
convergirt. 

Die Function a^ ist hiernach auch leicht zu entwickeln, indem man be- 
achtet, dass a*=c*^^^". 

Sind nun 2 und 2' zwei Reihen, welche in einem gegebenen Intervall 
gleichmässig convergiren, so wird auch die durch Addition der entsprechen- 
den Glieder beider entstehende neue Reihe 2" in diesem Intervalle conver- 
giren und genau die Summe 2 + 2' darstellen. Denn es ist in unserer 
früheren Bezeichnung 

2 = Wo + Wi H = 2^ + -R„ 

2' = t;o+e;i+... = 2;4-JiJ;, 
also 

2 + 2' = K + ^o)-+-(wi + t;0 + .-- = 2^ + 2; + (i?^ + JR; ).. 

Setzen wir 

■ß« ^^ -ß« ~l" •"« 9 

SO wird 

lim B'' = 

n 

sein, da 

lim 22^ = 0, lim 22' =0. 

Es ist daher in der That unter den gemachten Voraussetzungen 

2" = 2 + 2'. 
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Ganz analog ist der Nachweis zu f&hren, dass zwei Beihen ftlr alle 
Werthe des Argumentes, f&r welche sie convergiren, von einander subtrahirt 
iverden dürfen wie zwei Zahlen. Und endlich lassen sich diese Resultate, 
unter denselben Voraussetzungen, auch ausdehüen auf Aggregate aus einer 
•endlichen Anzahl von Reihen. 

Wir können daher nun auch unmittelbar die Reihen aufstellen für die 
sogenannten hyperbolischen Functionen, Sina: und &o\ x, welche 
•definirt sind durch die Gleichungen*^) 

Sin X = i 

'2 

6of« = :2 ' 

find als hyperbolischer Sinus und Cosinus bezeichnet werden. Man wird 
also haben 

x^ x^ ä;^"—^ 

(Sin X = X -\ 1 h • • • -1 1- . . . 

'znnx a^-^-gj -^ 5; -^ ' ^ ('2n + 1)1 ^ 

t * in ^I- 

«nd diese R^hen werden ebenfalls für alle endlichen Werthe des Argu- 
mentes ir'ConTergifen. Diese hyperbolischen Functionen, zu denen noch die 
-duröh' • 

o- @tna? e^r-e""* 

. Xati^ X = -zr^T- == r^— — - 

definirte hyperbolische Tangente hinzutritt, finden in neuerer Zeit immer 
mehr Anwendung in der Mechanik, Nautik und Gartographie, sodass dem 
Leser eine eingehendere Besohäftignng mit denselben an^mpfoble^Qi wierden 
muss.**) Hier können wir nicht weiter auf dies6 Functionen eingehen. 



§ 18^ .- 

Obgleich erst im Schlusscapitel dieses Werkes auf die imaginären und 
«omplexen Zahlen eingegangen werden wird,^ möge doch hier an die schon 
^us der elementaren Arithmetik bekannte imaginäre Einheit i erinnert sein. 
Dieselbe ist definirt durch die Gleichung 

i' 1, 



*) Man findet vielfach statt der hier verwandten Functionszeichen ^uch diese 

sin hyp, cos hyp, 

welche directe Abkürzungen sind für sinus hyperbolicus und cesinus hyperbolicus. 

**) Ligowski giebt in seinen Tafeln der hyperbolischen Functionen (Berlin) 
«inen schätzenswerthen Abriss der Theorie. 



I9g VII; Capitel. 

und die Bedingung, dass das Rechnen mit ihr nach den Air nlie reellen 
Zahlen gültigen Gesetzen erfolgen sdlL Es ist also weiter 

Mit Kenntniss dieser Eigenschaften det^ imaginären Einheit können wir nun 
dazu übergehen, vermittelst der Eeihen Y und Va. neue Functionen zu 
definiren. 

In der That verstehen wir unter Z eine reelle Grösse und setzen 



so wird 



c*«=e'^ e-*«^-'S 



und jene Beihen definiren diese neuen Functionen, wie folgt 

2! 3! 4! 5! nl 

wo sofort zu erkennen ist, dass jede dieser Reihen sich in zwei Bestand- 
theile zerlegen lässt so, dass der erstei nur aus reellen Gliedern gebildet 
ist, während im anderen jedes Glied den Factor i hat. Und zwar findet mau. 

wo mit B und R die Beste der beiden Theilreihen, von denen jede nur 
reelle Glieder enthält, nachdem wir aus der zweiten den Factor i ausgeschieden 
haben, bezeichnen. Analog ist 

.- 52 C4 ein -2 

Der Convergenz dieser Theilreihen sind wir aber versichert. Denn sie 
convergiren auch noch, wenn man alle Glieder positiv nimmt, da sie alsdann 
in die Beihen VI übergehen, deren Convergenz schon feststeht. Setzen wir 
also, unter x eine reelle Veränderliche verstehend, 

x^ x^ ^^" 

x^ x^ iC^"'*"^ 
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so haben wir für alle reellen endlichen Werthe des Argamentes x 



e~** = c{x) — i 8(x). 

Wir werden finden, dass diese Fanctioqen eix) und 8{x) keine nenen sind, 
sondern mit den trigonometrischen Functionen cosa; und sinx überein- 
stimmen. 

In der That entwickeln wir f{x) = Axix nach der Maclaurin*schen 
Beihe. Bann ist 

/'(o)=i, r(o)=o, r(o)=-i, /-'"^w^o, 

allgemein 

^•(2«)(0)«0. 

TJud damit findet man 

l^« _? -h . . . , VII. 

' (2« -Hl)! . 



1 


a? x^ , , 


8in a? = a; — 


31 ^ 5! . ' ^ 


also 






^i}ix = s(x). 


Und ebenso ist, wenn 





f(x) = cos X, 

y(o) = i 

r{o)=o, r(o)=-i, r(o)=o, /(^''>(o)=i, 

■ 

allgemein 

während die ungeraden Ableitungen an der Stelle verschwinden. Es er- 
giebt sich demnach 

cosx = c{x). 

Man kann sich hier auch noch besonders von der Convergenz dieser Beihen 
überzeugen, denn die Beste lassen sich bezüglich in die Formen bringen 

_ sin bx 4n 
^ " (4«)! 
P,_ cosOa? ^4n 
^"" (4w)! ^ ' 

aus denen zu ersehen, dass sie mit unbegrenzt wachsendem n nach Null 
convergiren. 

Aus den Auseinandersetzungen dieses Paragraphen erhellt also, dass 
für alle endlichen reellen Werthe der Veränderlichen stets die Gleichungen 
gelten 

e*'^ =s cos o; -4- * sin a; ^-, 

e = cos a? — * sm a; . 
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Daraus folgt dann wieder umgekehrt 

1 



cosa?= ^ (e'* + e"**) 

1 • • ^• 

sin a? = 27 C®"" — ^ "")' 



sodass also die trigonometrischen Functionen als hyperbolische erscheinen, 
in denen das Argument den Factor i hat oder rein imaginair ist: 

cos X = 6of ix 
smx = @inix. 
Und es ist auch umgekehrt 

cos ix = 6of X 
sin ix = @in x 

Diese Beziehungen zwischen den trigonometrischen Functionen und den 
Exponentialfunctionen mit rein imaginairem Exponenten sind von Euler zu- 
erst in klares Licht gestellt worden. Ihre Wichtigkeit für die höhere Ana- 
lysis kann erst in unserem letzten Capitel erkannt werden. Hier möge sie 
nur noch benutzt werden, um einen bekannten Satz zu beweisen. 
Wir wollen die reelle Zahl x zerlegt denken in zwei Factoren 

x = n • E, 

wo n, 6 auch beliebige reelle Zahlen sind. Dann ist 

Sofern wir nun festsetzen, dass mit den aus den imaginairen Einheiten und 
reellen Grössen gebildeten neuen, hier zum ersten Male auftretenden, Grössen 
ebenso gerechnet werden soll, wie mit reellen Grössen (unter Berücksichtigung 
immer der für i gegebenen Festsetzungen), so können wir die rechte 
Seite der letzten Gleichung auch als die n^^ Potenz von e auffassen, also 

e'»5 = (e'5)« 

setzen, wodurch sofort für alle reellen Werthe des Exponenten w, mit Rück- 
sicht auf die für e'^ gefundene Darstellung durch sina; und cosa?, die 
Gleichung des Moivre'schen Satzes gefunden wird 

(cos w 5 4- « sin w S) = (cos E H- e sin S)" . XL 

Und ebenso findet man auch 

(cos nl — i sin M E) = (cos S — i sin i)^ . XIa . 

§ 19. 
In einfacher Weise lässt sich auch noch die Function 

f(x) = arc tang x 

nach der Maclaurin'schen Reihe entwickeln. Die Vieldeutigkeit dieser 
Function umgehen wir dadurch, dass wir denjenigen der unendlich vielen 
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Bögen, welche in dieser Gleichung enthalten sind, betrachten, welcher für 
^ = verschwindet. Dann ist also 

/•(0) = 0. 
Der erste Differentialqnotient 

giebt 

r(o) = 1 , 

Die anderen bestimmen wir nach der im V. Capitel, Seite 90 gegebenen 

Formel die für 

y = arc tang x 
giebt 



(r— l)!cosVsinr (yH-|^J. I. 



Beachten wir, dass nach unserer Voraussetzung y= für a? = 0, so ergiebt 
sich ohne weiteres, dass allgemein 

^(»-)(0) = 0, 
und 

^(4n + 1) (Q) == (4 w) I ^ /<*** + ^^(0) = — (4 w + 2) ! 

Damit ergiebt sich nun folgende Darstellung 

x^ _, a;^"""^ 
arctanga; = a; — — H h (— 1)" ^^ T^^ H. 

Nach der über y=if{x) getroffenen Bestimmung ist aber 

I a? ' < 1. 
Ferner ist B in der Form darstellbar, wenn man auf I Rücksicht nimmt, 

^^ = 1^9(60.), 

WO stets 

I ^(fix)\ <!. 

Damit ist aber klar, dass 

limi?«=0. 

Die Beihe convergirt also in dem Inteivalle (0, 1) und stellt daselbst die 
Function arc tang :r dar. 

Für 1^1 > 1 wird dagegen die Reihe divergiren; ihre Glieder wachsen 
daun mit n über alle Grenzen hinaus. 
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Auf die eben für arctang:c gegebene Entwickelung lässt sich die Be- 
rechnung der Zahl tu begründen. Man wird zunächst de^ Bogen berechnen^. 

dessen Tangente -r- ist, also 

y = arc tang -r 

o 

und dann von folgenden Relationen Gebrauch machen 

2tang.v 



tang2y = 



tang4y = 



1 — tang^y 
2 taug 2^ 



1 — tang^2y 
wonach sich ergiebt 

tang2y = ^, tang4y==yy^ 

Dann hat man ferner 

tang 4^ — 1 1 

tang 4y "" 239 
also 

TT l 



tang(4y- J) = | 



4y- - = arc tang ^3^ 



4 239 3- 239» 

aus welcher rasch convergirenden Reihe, in Verbindung mit deijenigeD 
für y, man den Werth von t: berechnen kann. 

Da mit der Entwickelung von arc tang x auch diejenige von arc cotang oc- 
gegeben ist, so gehen wir auf letztere nicht besonders ein. Denn es ist,, 
nach obiger Annachme, stets zu setzen 



4C 



arc cotang ^ = -^ — arc tang x 



§ 20. 

Wir können auch für arc sin o; eine Reihenentwickelung geben, wenn 
wir unter den unendlich vielen Werthen der Function 

^.=1 arc sin a; 

denjenigen auswählen, der für x = verschwindet, und für den überhaupt 

0^Ä?<:1. 

Zur Bildung der Differentialquotienten ziehen wir die im Y« Capitel. ge- 
gebene Formel heran: 
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."(l-.^)-|^l:3-(2.-l) !^ 



t« -1 



+ 4.5.6.(«).Li:p|ir:I>.C2.)-M-.r^ 



2n~-8 
3 

2n-5 



und beachten, dass 



1 



d" + ^ arc sin a? eT (1 —'i^)" T 



istr'kiür vui'aassetzxiii;gsg'eiiiäKs 

und aus den gegebeneu Formeln für die Ableitungen ersieht man leicht, 
dass auch allgemein 

fV>^\Q) = 0, 
Es ergiebt sich ferner 

r(0) = 0, r'(0) = 2, /^>)=3.4.i^, /<''^(0) = 4.5.6.-i^, 

allgemein 

^ar+iw^ (2 0! l-3---(2r-l) 

**. 2 

Mit diesen Werthen wird die Entwickelung 

/•(^) = m) + a; r(o) + -j^ r'(o) + • • • 

hier 

1 x^ 1-3 a?s 1-3-5 x'^ 
arcsmä: = a?4--^.— + -2^. — H--2^-^.^-h---. 

welche Beihe unter der gemachten Voraussetzung 

|a;| < 1 

convergirt, da ihre einzelnen Glieder ■ kleiner sind als die entsprechenden der 
geometrischen Eeihe 

a? + a;^ 4- a;^ -H • • • , 

welche für 

|a;|<l 

convergirt. Für den Fall a; = 1 vergl. Cap. VII, § 6, S. 176. . 
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Ist dagegen 

|a?|>>l, 

so divergirt die Beihe I und stellt daher die Function arcsino; auch nicht 
mehr dar. Es ist nämlich dann das Yerhältniss zweier aufeinanderfolgenden 
Glieder der Reihe 

«n + i 2W-+-1 (2w-hl)(2w-h2) „ 
^ — ._ — . . /pÄ 

u^ 2 w -f- 1 ' 

welches mit unbegrenzt wachsendem n selbst über alle Grenzen wächst sobald 



X 



1. 



Mit der Ent Wickelung von arc sin x ist auch zugleich wegen 

-^ — arc sin x = arc cos x 

diejenige für arc cos x erledigt, selbstverständlich unter den Voraussetzungen, 
welche der Herleitung der Reihe I zu Grunde liegen. 

§ 21. 

Um einige allgemeine Sätze über Reihen, deren Glieder Functionen einer 
Yariabeln sind, strenge formuliren za können, ist es wünsch enswert^ einen 
Begriff kennen zu lernen, der von G. Cantor in die Wissenschaft eingeführt*) 
und seitdem unentbehrlich für alle eingehenderen Untersuchungen ge- 
worden ist. Es ist dies der Begriff der Werthmenge. 

Wir denken uns irgend welche reellen Zahlen Z durch gewisse Gesetze 
bestimmt, wobei diese letzeren ganz beliebig sein sollen, und insbesondere 
auch nichts darüber festgesetzt wird, ob sie eine endliche oder unendliche 
Anzahl von Werthen liefern. Die Gesammtheit der so erzeugten Werthe 5 
nennen wir eine Werthmenge, oder, wenn wir uns jeder Zahl der Werth- 
menge einen Punct einer geraden Linie zugeordnet denken (der dann ge- 
wisse rmassen als Bild oder Repräsentant der Zahl gelten möge) eine Punct- 
menge. Wir wollen für das Folgende an der Vorstellung, dass jede reelle 
Zahl durch einen Punct einer ein für alle Mal gegebenen Geraden reprä- 
sentirt werde, festhalten, so dass wir auch nur noch von Punctmengen 
(nicht von Werthwengen) zu reden brauchen. 

Nun wollen wir eine unendliche Menge von Puncten betrachten, die 
sämmtlich in einem gegebenen Intervall (a, b) enthalten seien. Dabei 
können die Puncto a, b sowohl dem Intervall angehören oder nicht. Diese 
Punctmenge sei kurz mit M bezeichnet. Wir nennen nun Grenzpuncte oder 
Häufungsstellen der Menge M diejenigen Puncto S, welchen die Eigen- 
schaft zukommt, dass in jeder ihrer Umgebung, dieselbe möge so klein an- 
genommen werden, wie man wolle, stets unendlich viele Puncto der Menge 
fallen. 



*) G. Cantor, mathematische Annalen. Band V. XV. 
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Man kann leicht zeigen, dass^ soferne die Pnnctmenge nur unendlich 
viele Puncte enthält, sie auch wenigstens eine Häufungsstelle besitzen muss. 

In der That, sei 6>a, dann theilen wir das Intervall (a, b) in zwei 
gleiche Theile 



(a, «4-^-), (« + ^-, ft]. 



Ist der Punct 

h — a 
a 



zufällig schon ein Punct, der die Eigenschaft einer Häufungsstelle besitzt, 
so ist der in Hede stehende Nachweis bereits geführt. Ist er aber keine 
Häofangsstelle, so können zwei Fälle eintreten. Es können entweder beide 
Theilintervalle noch unendlich viele Pancte der Menge M enthalten, oder 
€s trifft dies nur für eines derselben zu. Nehmen wir beispielsweise an^ 
das Theilintervall 

enthalte noch unendlich viele Pnncte der Menge M. Setzen wir dann 
so ist jeder Punct 5i dieses Intervalls dargestellt durch die Form 



c 



£i = a + 2" • «y 



1» 



wo Ui die ganze Eeihe der reellen Zahlen von bis 1 durchläuft. Geben 
wir dem a^ einen der auf diese Weise als möglich festgesetzten Werthe und 
bilden das Intervall 

welches wir wieder in zwei neue zerlegen 

wo a2 < 1. Ist der Punct 

eine Häufungsstelle, so ist die Untersuchung beendet. Andererseits bilden 
wir durch wiederholte Zweitheilung immer neue Intervalle, deren Anfangs- 
punete also der Keihe nach die folgenden sind 

^i = « + -2 ^1 

E2 = ?! + 22 0^2 
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«3 = «2 "•" ö" ^3 

^3 



'n 'n — 1 ^ji n ^ 

m 

vnö. von denen das letzte ganz innerhalb der vorhergehenden Intervalle 
liegt. Die Zahlen £i, $2? •••9 5» ^^^^^n aber offenbar eine Zahlenreihe 
(5ii • • • » £„)» denn es ist 

IE —El < — 

nnd kann also durch geeignete Wahl von v kleiner als eine beliebig kleine 
Zahl e gemacht werden. Die Grenze dieser Zahlenreihe oder die irrationale Zahl 

5 = (5i, •••,5„) 

ist dann die Häufungsstelle der Punctmenge M. Und es ist auch klar, 
da SS die Zahl E nicht notwendig eine Zahl sein muss, deren Bildpunct der 
Menge M angehört. Man wird also sagen: 

Für eine Punctmenge M existirt immer, soferne sie nur uoendlich viele 
Puncte enthält, wenigstens eine Häufungsstelle, die einer der Puncte der 
Mengte sein kann oder nicht. 

Es ist auch möglich, dass eine gegebene Punctmenge unendlich viele 
Häufungsstellen besitzt. Denn bei dem obigen Verfahren sind nur in gesetz- 
mässiger Weise gebildete Intervalle benutzt, andere dagegen ausgelassen 
worden, in deren jedem aber auch unendlich viele Puncte der Menge vor- 
handen sein können. 

Ein Punct einer Menge M, der nicht Häufungsstelle ist, wird als 
isolirter Punct bezeichnet. 

Die Gesammtheit der Häufungsstellen einer gegebenen Punctmenge M 
hildet wieder eine neue Punctmenge M'. Dieselbe kann jedoch auch nur 
aus einer endlichen Anzahl von Puncten oder gar nur aus einem einzigen 
Puncte bestehen. Cantor nennt sie, da sie aus M abgeleitet ist, die 
erste Ableitung der Menge M. Besteht die erste Ableitung M' einer 
Punctmenge M aus unendlich vielen Puncten, so kann der Fall eintreten, 
dass sie von M gar nicht verschieden ist. Dann nennen wir die anfanglich 
gegebene Menge eine perfecte Menge. 

Ist nun If' wieder aus einer unendlich grossen Anzahl von Puncten 
zusammengesetzt, so können wir in gleichem Verfahren wie oben aus ihr 
eine neue Punctmenge ableiten, die. erste Ableitung von M'\ oder, da sie 
ihrer Entstehung nach auch auf 3£ zurückzuführen ist, die zweite Ableitung 
von M. Wir bezeichnen sie mit M". Analog kann man dann weiter gehen, 
denselben Process v-mal wiederholen und so zu einer Menge M^^^ gelangen, 
die wir als vte Ableitung von M bezeichnen. 
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Dabei kann dann wieder M^^^ von zweierlei Art sein. Entweder sie 
hesteht nur aus einer endlichen Anzahl von Pancten, giebt also keine 
Möglichkeit der Ableitung fernerer Punctmengen, oder aber das Verfahren 
der Ableitung kann auch auf M^"^ noch weiter und zwar in unbegrenzter 
Fortsetzung angewendet werden. Wir werden demnach zwei grosse Gattungen 
der unendlichen Punctmengen, die ganz in einem endlichen Intervall ent- 
halten sind, unterscheiden müssen. 

Wir nennen Mengen erster Gattung diejenigen, welche nur eine 
endliche Anzahl von Ableitungen besitzen. Hierher gehören dann auch die 
aus einer endliche Anzahl von Puncten zusammengesetzten Mengen, die 
überhaupt keine Ableitung besitzen. 

Mengen zweiter Gattung sind solche Punctmengen, welche eine 
unbegrenzte Anzahl abgeleiteter Mengen zulassen. 

Die Mengen erster Gattung sind noch in Arten eingetheilt' worden. 
Eine Menge heisst erster Gattung und nullter Art (einfacher: nullter 
Art, da der Hinweis auf die Gattung unterbleiben kann), wenn sie aus 
einer endlichen Anzahl von Puncten zusammengesetzt ist und also keine 
Ableitungen besitzt. Mengen erster Art sind solche, die nur eine einzige 
Ableitung haben. Allgemein heisst eine Menge von der fiten Art, wenn sie 
]jL Ableitungen zulässt. Ist somit M eine solche Menge p.^^^ Art, so sind 
die Ableitungen M\ M'\ . . . , M^^^ beziehungsweise von der (fjt. — l)ten^ 
(p. — 2)ten, . . . , nullten Art. 

Die Punctmenge, welche durch die einzelnen Glieder der unendlichen 
Reihe 

liii lii iil i 
' 2' 3' 2"^3' 4' 2 "^4' 5' 2 "^5'"' 

gegeben ist, ist von der ersten Gattung und der ersten Art. Sie besitzt 
nur eine einzige abgeleitete Menge, die nullter Art ist, und nur aus den 

Puncten und -^ besteht. Dagegen ist die durch folgende Reihe gegebene 
Punctmenge 

liii Iil 11. iii 1 1 11 1 

' 2' 3' 2*^3' 4' 2"^4' 3 "^ 4 ' 5' 2 "^ 5 "^ 3 "^ 5 ' 4"^5'*" 

von zweiter Art. Sie besitzt die erste abgeleitete Menge 

i i i i- 

' 2' 3' 4' 5' •'* 

und eine zweite Ableitung, die «wh auf den Punct reducirt. 

Die Menge M aller Rationalzahlen zwischen und 1 endlich ist von der 
zweiten Gattung. Denn sie besitzt als erste Ableitung die Menge M' aller 
rationalen und irrationalen Zahlen zwischen und 1, und alle ferneren 
Ableitunij'en sind gleich M', 

Man beachte, dass, wenn abgeleitete Mengen 2*er^ ßter^ ^tet^ ,_ A.rt 
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cxistiren, die sie zusammeDsetzenden Puncte sämmtlich der ersten abgeleiteten 
Menge angehören. Denn es sei Z ein Punct, der der abgeleiteten Menge M^^^ 
angehöre, wo v ^ 2. Gehörte nun i nicht auch zu M\ so würde sich eine 
Umgebung dieses Punctes 

finden lassen, in welche nur eine endliche Anzahl von Puncten der Menge if, 
oder auch gar keiner dieser Punkte, fallt. Sobald dies aber eintritt, gehört 
kein Punct dieser Umgebung zu M', folglich auch keiner zu M"^ keiner 
zu Jf'", M^\ . . . u. s. w., keiner zu M^''\ was gegen die ursprüngliche 
Annahme ist. 

Wenn wir also aus einer gegebenen Menge M die erste Ableitung M'^ 
erhalten haben, so werden sich bei Bildung der folgenden abgeleiteten 
Mengen, sofern diese existiren, keine neuen Puncte mehr ergeben. Man 
kann somit sagen: 

Ist eine Punctmenge zweiter Gattung so beschaffen, dass eine von ihr 
abgeleitete Menge sämmtliche Puncte einer Theilstrecke (m, n) eines 
gegebenen Intervalles (a, b) enthält, so wird auch die erste Ableitung der 
ursprünglichen Menge diese Puncte sämmtlich enthalten müssen. 

In diesem Falle nennt Cantor die gegebene Punctmenge in dem 
Intervall (m, w) „überalldicht", während P. Dubois Reymond für den 
gleichen Begriff den Ausdruck „pantachische Punctreihe** verwandte.*) Ist 
eine Punctmenge in einem Intervalle überalldicht, so enthält also jede& 
aus diesem Intervall herausgenommene Theilintervall wenigstens einen 
Punct der Menge. 

§ 22. 

Ist eine Punctmenge erster Gattung, aber beliebiger Art, in einem be- 
liebigen Theilintervalle (m, n) von (a, b) enthalten, so besitzt sie doch 
immer die Eigenschaft, dass, wenn man aus (m, n) beliebig kleine aber end- 
liche Umgebungen einer bestimmten endlichen Anzahl von Puncten heraus- 
hebt, in die übrig bleibenden Intervalle dann kein Punct der Menge mehr falle. 

Sei in der That die betrachtete Menge M von der jA^en Art. Dann fallt 
in das Intervall (w, w), m und n eingeschlossen, entweder kein Punct 
der [A*®^ abgeleiteten Menge M^^^ oder nur eine endliche Anzahl dieser 
Puncte. Tritt nun letzterer Fall ein, so bilden wir um jeden dieser Puncte 
eine beliebig kleine, aber endliche Umgebung und nehmen die so geschaffenen 
kleinen Theilintervalle aus (m, n) heraus. Dann bleiben von (w, n) eine 
endliche Anzahl anderer Intervalle 

0??i, Wj), (W2, wa), (wj, Wg), ... 

übrig, in deren jedem einzelnen entweder kein Punct der (fx — 1)*«^ Ab- 
leitung Jf^**""^^ vorhanden ist oder nur eine endliche Anzahl solcher Puncte, 

*) P. Dubois Reymond, Functionentheorie. Tübingen. 
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da sonst in diesen Intervalle auch Puncte aus M^^^ fallen müssten. Nehmen 
wir nun, wenn wiederum der letzte der beiden eben .angegebeneu möglichen 
Fälle eintritt, die Puncte von M^^ " ^^ aus den Intervallen 

(jWi, Wi), (Wg, W2), (Wlg, Wg), ... 

heraus, in gleichem Verfahren wie obeü, so haben wir in der noch übrig 
bleibenden, endlichen Anzahl von Intervallen nur noch eine endliche Annzahl 
von Puncten der abgeleiteten Menge M^^^^^ oder auch gar keine derselben., 
Fährt man nun in dieser Weise fort, nimmt also aus den verschiedenen 
Intervallen, welche man nach und nach erhält, die beliebig kleinen, aber 
endlichen Umgebungen der Puncte der Mengen ilf^'^^ M^^~^\ M^^^^\ ..., 
M\ M heraus, welche in diese Intervalle fallen, und welche offenbar von 
endlicher Anzahl sind, so ist es klar, dass Intervalle übrig bleiben, in denen 
keine Puncte der gegebenen Menge mehr vorhanden sind. 

Doch muss man hierbei bemerken, dass, wenn die Menge M nicht von 
nullter Art ist, die Anzahl der in dieser Weise nach und nach mit ihren 
hinreichend kleinen Umgebungen herausgenommenen Puncten zwar immer 
endlich bleibt, aber mit dem Verkleinem der Umgebungen, welche man 
herausnimmt, unbeschränkt wächst. 

Wir können das gewonnene Ergebniss so zusammenfassen: 

Für die Mengen erster Gattung existiren für jedes Theilintervall des Inter- 
valls (a, h), in dem die Punctmenge definirt ist, immer einige Intervalle, 
in welchen keine Puncte der Menge vorhanden sind. Und jedes solcher 
Theilintervalle (m, n) kann immer so in neue Intervalle zerlegt werden, 
dass die Summe derjenigen dieser letzteren Intervalle, in welchen Puncte 
der Menge vorhanden sind, kleiner als eine beliebige kleine Grösse e wjrd- 

Wenn nämlich v Puncte aus der Menge M^^^ in das Theilintervall 
{m, n) fallen, wo natürlich v > vorausgesetzt wird, so kann man die 
Intervalle, mit denen diese Puncte herausgenommen werden, jedes gleich 

oder kleiner als -^ machen, wo e^^^ eine beliebig kleine Grösse bedeutet. 

Ihre Summe wird dann jedenfalls den Betrag e^j^ nicht übersteigen. Blieben 

nun, nach Entfernung dieser Intervalle, in den übrigen noch v' Puncte von 

jj^CK--!) übrig, wo wieder v'>0, so lassen sich die Intervalle, mit denen 

e . 
man diese Puncto herausnimmt, wieder gleich oder kleiner als ^ , an- 

V 

nehmen, sodass ihre Summe den Betrag ^^^__i sicher nicht übersteigt. Fährt 
man so fort, so ist, wenn auch, wie wir annahmen, in alle auf einander 
folgenden Intervalle Gruppen von Puncten aus den Mengen 

und eventuell auch itf fallen, die Summe der insgesammt herausgenommenen 
Intervalle jedenfalls nicht grösser als 

Grayelins, Differentialrechnung. ]4. 
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wo sieb e^ auf M bezieht. Diese Summe kann aber immer kleiner als eine 
beliebig kleine Grösse e gemacht werden. Denn [l ist eine endliche Zahl 
und die einzelnen e^^ sind beliebig kleine Grössen. 



§ 23. 

Wir müssen bei den Punctmengen auch noch den Begriff ihrer Mächtig- 
keit einfuhren. Und zwar nennen wir zwei Mengen von gleicher Mächtig- 
keit solche, bei denen es möglich ist, jedem Puncte der einen Menge einen 
und nur einen Punct der anderen zuzuordnen und umgekehrt. 

Als Mengen von geringster oder erster Mächtigkeit stellen sich uns so- 
mit die abzählbaren Mengen dar, deren Puncte in der angegebenen Weise 
den positiven ganzen Zahlen sich zuordnen lassen. Hierher gehört die Ge- 
sammtheit der rationalen Zahlen. Diese Menge ist abzählbar, d. h. sie lässt 
sich in eine Eeihe anordnen,, in der jede rationale Zahl ihre bestimmte 
Stelle erhält. 

In der That, sei, in den kleinsten Zahlen ausgedrückt, und mit positivem 

Nenner, -r- eine beliebige rationale Zahl. Dann heisst nach Cantor 

die Höhe der Zahl y Und es giebt offenbar nur eine endliche Anzahl 
rationaler Zahlen von gegebener Höhe, nämlich höchstens 

wenn die Null nicht mitgerechnet wird, oder, wenn dies geschieht 

2i^- 1, 

wo dann der Fall ^=1 mitgerechnet ist, der nur Null liefert. Dann 
ordnen wir die rationalen Zahlen in Gruppen nach ihrer Höhe, und in jeder 
Gruppe nach ihrer Grösse, sodass die Keihe also so beginnt 

wodurch in der That erreicht wird, dass jede Eationalzahl in dieser Reihe 
eine ganz bestimmte Stelle und Nummer erhält, die einzelnen Glieder der 
Reihe also eindeutig zugeordnet sind den positiven ganzen Zahlen*). 

Alle Mengen, die nicht von der ersten Mächtigkeit sind, besitzen die 
Mächtigkeit des Continuuras (0, ..., 1), d.h. ihre Elemente lassen sich ein- 
deutig umkehrbar den sämmtlichen zwischen und 1 enthaltenen Zahlen 



*) Für weitere Ausführungen, die sich hier anschliessen lassen vergl. Cantor 

im Journal f. Mathematik (Crelle-Borcbardt) Band 77., sowie ferner Math. Annal. 

Band XXI und Acta Mathematica Band 2. Cantor zeigt dort, dass überhaupt jede 
Menge erster Gattung abzählbar ist. 
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znordnei]. Und dass das Continanm (0, ..., 1) nicht abzählbar ist^ lässt 
sich so einsehen.*) 

Nehmen wir an, das Continanm sei abzählbar und seine Puncte in eine 
Eeihe mit bestimmter Nummernfolge geordnet 

dann lässt sich zeigen, dass diese Annahme nicht möglich ist. Betrachten 

wir das Intervall 

iTi • • • t:2 . 

Wenn der Punkt tz^ in diesem Intervall liegt, so betrachten wir weiter das 
Intervall itg • • • %• üeberhaupt sei ic^ der Punct mit niedrigster Nummer, 
der zwischen tz^ und itg liegt. Im Intervall «2 • • • tc^ sei ic^ der Punct mit 
niedrigster Nummer, in dem Intervall ^<, • • • ^^ sei es der Punct ic^ und so 
fort ohne Ende. Wir erhalten so eine unendliche Beihe von in einander 
liegenden Intervallen, deren linke Endpuncte wir mit fii, n»', m", ..., deren 
TBchte mit n, n', n" , ... bezeichnen wollen. Die Zahlen der Beihe 
m, m\ m'\ ... wachsen; die n dagegen nehmen ab, soweifc sie sich nicht 
:gleich bleiben, aber immer ist 

d. h. alle m sind kleiner als das erste n, und alle n grösser als das 
erste m. Daher nähern sich alle m einer Grenze m und alle n einer 
Grenze n, und es ist 

Ist 

n>m, 

so ist das Intervall m . . . n ganz in allen früheren Intervallen wi'n', w"n", . . . 
enthalten. Jeder seiner Puncte muss dann eine bestimmte Nummer be- 
sitzen. Diese müsste aber grösser sein, als irgend eine Zahl der Beihe 

was offenbar nicht möglich ist, da jede dieser unendlich vielen Zahlen 
wenigstens um 1 grösser ist als die vorhergehende. Die gleiche Unmöglich- 
keit muss sich ergeben, wenn 

n = m, 

wo dann diesem Puncte eine bestimmte Stellenzahl, also eine Zahl aus 
der Reihe der positiven ganzen Zahlen entsprechen müsste. 

§24. 

Bei sorgfältiger Erinnerung an das in den Capiteln I und 11 Dargelegte 
wird der Leser leicht die Richtigkeit der beiden folgenden Sätze beweisen 

können. 



*) Cantor, Journal f. Math. Band 77. 

14* 
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Wie auch eine gegebene Menge beschaffen sein möge, sofern, sie nur 
in einem endlichen Intervall (m, n), dessen Endpuncte eingeschlossen oder 
nicht sein können, vollkommen enthalten ist, so giebt es für ihre Individuen 
in diesem Intervalle immer eine obere Grenze, die unter Umständen . — 
wenn sie nämlich selbst ein Element der Menge ist — auch der Maximum- 
werth dieser Individuen ist. 

Und unter den gleichen Voraussetzungen giebt es für die Individuen« 
einer Menge in einem gegebenen Intervall auch immer eine untere Grenze, 
welche in gewissen Fällen, analog wie vorhin, auch der Minimum wertk 
dieser Elemente der Menge sein kann. 

Daran schliessen wir nun noch folgenden wichtigen neuen Satz: 

Wenn die Elemente- einer Menge M in unendlich grösser 
Anzahl vorhanden sind, ohne einen Maximalwerth zu besitzen, 
dann ist ihre obere Grenze stets eine Häufungsstelle der Menge 
und samit der Maximalwerth der Elemente der ersten ab- 
geleiteten Menge M\ 

Denn ist g diese obere Grenze der Elemente von M und e eine beliebig 
kleine positive Zahl, so giebt es zwischen g — e und g noch immer Elemente 
von M^ die kleiner sind als g. Ist \l eines dieser Elemente und e' eine 
beliebig kleine positive Zahl, 

so muss auch zwischen g — |x und g noch ein anderes Element fi' der 
Menge M liegen, und ferner ist e" eine beliebig kleine positive Zahl 

SO muss ebenso zwischen g — fx' und g noch ein Element von M enthalten* 
sein« Fährt man so fort, so sieht man ein, dass, wie klein man auch die- 
positive Zahl s annehmen möge, stets zwischen g — e und ^ noch unendlich 
viele Elemente der Menge M sich finden, sodass also in der That ^ eine- 
Häufungsstelle der Menge M ist. Und aus dem obigen geht dann auch 
hervor, dass g der Maximalwerth für die erste abgeleitete Menge M' ist. 
Ganz ebenso lässt sich zeigen, dass auch die untere Grenze 7 von M^ 
sofern sie nicht etwa Minimal werth ist, eine Häufungsstelle dieser Menge ist.. 
Sie ist dann Minimumwerth der ersten abgeleiteten Menge M', 

§25. 

Wir wenden uns wieder zu unseren Betrachtungen über unendliche 
Eeihen, deren Glieder Functionen einer reellen Veränderlichen sind. In 
Vervollkommnung eines schon oben gefundenen Ergebnisses sagen wir hier : 

Wenn die Glieder einer Eeihe in einem gegebenen Intervall (a, 6), die 
Endpuncte eingeschlossen, endliche Functionen von x sind, und die Beihe 
der oberen Grenz werthe der absoluten Beträge dieser Glieder convergirt,. 
dann ist auch die gegebene Eeihe in diesem Intervall (a, h) einschliesslich. 
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-der Endpuncte, convergent. Zu jedem Werthe der Veränderlichen in diesem 
Intervall lässt sich also ein endlicher Werth der Summe der Eeihe finden, 
•d. h. die Beihe ist eine Function von x. Wie leicht einzusehen, ist die 
Eeihe in diesem Intervall, nach den gemachten Voraussetzungen, absolut 
4ind gleichmässig convergent. 
Ist 

t/ß + Wi -i- •••-+- W„ 4- •• • 

^ie gegebene Reihe, 

Uo -f- Ui H J- «n "* 

•diejenige der oberen Grenzen der absoluten Beträge | u^ | und endlich 

i Wn I + I Wi I + • • • 4- I «'« + . . . 
I '^ I 1^1 17* 

t . - • . • • • • 

4ic Eeihe der absoluten Beträge für einen bestimmten Werth von a?, der 
dem Intervall (a, &) angehört, der also auch einer der Endpnncte sein kann; 
dann convergirt die Reihe der |wjj.|, deren Glieder kleiner sind als die 
11^, gleichzeitig mit der Reihe der u^^. Da nun die Convergenz letzterer 
Eeihe vorausgesetzt wird, so convergirt die Reihe 

^0 + *'! + ••• + ^n r^" •• ' 

in der That für den in Betracht gezogenen Werth von a? sowie für alle 
"anderen im Intervall (a, fe) liegenden, und zwar unabhängig von der An- 
ordnung ihrer Glieder, also absolut. Es lässt sich also zu jedem in (a, 6) 
•enthaltenen Werthe von x ein Werth der Reihönsumme berechnen, und die 
Beihe stellt daher innerhalb dieses Intervalles eine Function von x dar. 
Ferner ist 

wählt man also v so, dass für 

«0 hat diese Zahl v gewiss auch die Eigenschaft, dass der Rest der Reihe 
der «j^, wenn w^v, für alle Werthe von x innerhalb des Intervalls (a, &), 
-die Endpuncte eingerechnet, seinem absoluten Betrage nach stets kleiner 
als e ist. Die Reihe 

Wo -h «1 -H • • • + w„ H- * • « 

ist daher auch noch gleichmässig convergent in dem betrachteten Intervalle; 
tinser Satz ist somit bewiesen. 

Er findet noch eine Ergänzung in folgender Bemerkung. . Wenn näm- 
lich die Glieder u^ der obigen Reihe, anstatt im gewöhnlichen Sinne für 
die Werthe der Variabein in dem Intervalle (a, h) Functionen von x zu 
sein, nur für gewisse, einer Punctmenge erster oder zweiter Gattung zwischen 
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a und h entsprechende Werthe yon x gegeben sind, dann behält unser Satz 
zwar seine Gültigkeit, nur dass jetzt die Samme ü der Reihe 

Wo + Wi 4- • • • + W„ -h • • • 

nicht mehr im gewöhnlichen Sinne eine Function yon x in dem Intervalle 
{a, V) ist, sondern eine Grösse, die nur für diejenigen d;-Werthe diese» 
Intervalles eine Bedeutung' hat, für welche die Glieder u^ gegeben sind. 

§26. 

Es möge nun angenommen werden, dass die Glieder einer Reihe 

Wo + Wj + • • • 4- w„ + • • • 

in einem gegebenen Intervall (x^^ Xq-^ h)^ wo ä>0, aber beliebig klein 
sein kann, Functionen von x sind, oder auch, dass sie nur in einer unend- 
lich grossen Menge von Pancten dieses Intervalls, für welche Xq Häufangs- 
stelle ist, ihren Werthen nach gegeben sind. Ferner sollen die Greuzwerthe 
der «^, wenn h von der positiven Seite her nach Null convergirt, also die 
Greuzwerthe der u^ für XQ-hO bestimmt und endlich sein und die Beihe 
der u^ selber für alle in Betracht kommenden Werthe von x gleichmässig 
convergiren. Dann hat auch die Summe der Reihe für Xq-^O einen be- 
stimmten endlichen Grenzwerth und diese ist gleich der Summe der Eeihe 
der Greuzwerthe u^ der u, Ist also 

S(x) = Wo + Wi -+-••• + W„ -1- ••• , 

SO ist . 

8(xq 4- 0) = Uo -H Ui 4- • • • 4- u^ 4- • • • 

Zum Beweise mögen x^, x^ zwei beliebige Werthe der Variabein sein, 
welche in Betracht kommen können, die also zwischen Xq und XQ + h liegen, 
Xq ausgeschlossen, und ferner seien Uj^ix) und E^(jc) die Werthe der Glieder 
Uj^ und des Restes der Reihe für den bestimmten Werth x. 

Dann ist 

n 
1 

und es lässt sich, nach den gemachten Voraussetzungen, n immer so wählen, 
dass der Rest B^{x) für alle in Betracht zu ziehenden Werthe von x 
zwischen Xq und Xq-^Ti^ also auch für x^ und X2 dem absoluten Betrage 
nach kleiner wird als eine beliebig klein angegebene Grösse s. Ist die 
Zahl n aber einmal so ausgewählt und als feste Grösse betrachtet, so lässt 
sich immer noch eine positive Zahl h^ bestimmen 
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80 dass für alle zwischen Xq und Xq + hi liegenden Werthe Xi und X2 die 
Summe 

n 

1 

ihrem absoluten Betrage nach ebenfalls kleiner als e wird. Somit ist also 
sicher 

und die Summe S(x) der gegebenen Reihe hat also für otq + einen be- 
stimmten und endlichen Grenzwerth. 

Bezeichnen wir denselben durch S^ so lässt sich immer eine positive Zahl 

so klein auswählen, dass für alle zwischen Xq und Xq + h^ in Betracht 
kommenden Werthe von x (xq selber ausgeschlossen) die Differenz S(^x) — 8 
ihrem absoluten Betrage nach kleiner als s ist 

|S(^)-5|<:£. 

Da nun aber 

n n 

1 1 

so hat man offenbar 

n n 

1 1 

— i<e<:+i. 

Nun wird ferner, wegen der vorausgesetzten gleichmässigen Gonvergenz der 
Beihe Wq + w^ -h • • • zwischen x^ und ^r^ -+- ä, von einem gewissen Werthe 
V von n ab 

bleiben, und ferner kann man, wie gross auch n angenommen werden möge 
dann ^3 immer so klein wählen, dass die Summe 

n 

1 

dem absoluten Betrage nach ebenfalls immer kleiner als e bleibt. Damit 
kommen wir aber zu dem Ergebniss, dass von einem gewissen Werthe von 
n ab stets 

n 

^-2U;t <3S 
1 

sein muss. Daher ist 

«0 + «1 + • • • + «ib + • ' • 
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eine endliche oder convergente unendliche Reihe, deren Somme S ist. Da- 
mit ist denn obiger Satz Yollkommen^ bewiesen. 
Wäre vorausgesetzt worden, dass die Beihe 



Wo + ^1 + • *"**♦! "f 

zwischen Xq und x^-i-h nur einfach gl eich massig convergent sei, so 
würde der erste Theil des Beweises unverändert geblieben sein, und man 
hätte also wieder gezeigt, dass auch in diesem Falle die Summe der Eeihe 
für Xq-^0 einen, bestimmten endlichen Grenzwerth hat. Aber man hätte 
nicht zeigen können, dass diese Grenzwerthe auch die Summe der Grenz- 
wertbe Uj^ sei oder nicht. Zu diesem Nachweis ist nothwendig, dass man 
wisse, ob die Reihe 

Uo + Ui H — • -+- 1*« H — • 

, sich auf ein endliches Polynom oder eine convergente Reihe reducire. Dann 
ist der Grenzwerth von 

S(x) = Wq + l«i -h • • • + t'„ -H • • • 

die Summe der Reihe 

Uo-hUj -+- l-u„ H , 

denn wenn wir jetzt mit E den Rest dieser Reihe bezeichnen, so haben wir 



n 



S(x) - 2 Uj = 2 («*(*) - «*) + ^»(^) - -B«- 

;•.;.■ ; l ■■■■■■ 

Und wenn wir nun n grösser annehmen als die Zahl v, für welche i?^ ver- 
schwindet oder 



bleibt, wo 6 eine beliebig kleine Grösse bedeutet, und' H zugleich auch so 
bestimmt ist, dass ebenfalls 

SO wird man auch e immer hinreichend klein machen können, sodass 
schliesslich 

5(a;) = 2ujt 
wird. 

§27. 
Die Glieder der Reihe 

Vq + Wj -h • •• H- W^ • • • 

mögen für das Intervall (a, h) der reellen Veränderlichen x definirt sein 
und Xq sei eine Häufungsstelle in diesem Intervall. Ferner mögen die «^ 
bei unendlich abnehmenden h im Puncto XoH-h endliche und bestimmte 
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Orenzwerthe besitseti. Dann fragen wir nach den Bedingungen, unter denen 
auch die Summe 8(x) der Reihe im i^nncte XQ-hh, lim ^ = 0, einen be- 
stimmten endlichen Grenzwerth hat, und insbesondere dieser Grenzwerth 
gleich der Summe der Grenzwerthe Uj^ der Glieder Uj^ wird. 
Wenn man nun beachtet, dass 

n 

1 
«0 sieht man, dass zunächst die Convergenz der Reihe 

eine der nethwendigen Bedingungen ist Sie ist erforderlich, wenn S(x) 
überhaugt einen bestimmten Grenzwerth soll erreichen können. Sie ist in- 
dessen noch, nicht hinreichend. Wenn nämlich 2uj^ convergirt in dem Inter- 
yalle (a^ &), so wissen wir, dass für alle Puncte dieses Intervalles Yon einem 
gewissen Werthe v des Index n an 



wo e eine beliebig kleine Grösse ist. Soll aber 2u^ der Grenzwerth von 
S(x) im Puncte a?o -+- sein, so muss auch für alle Puncte des Intervalls 
(xq, rco h-ä), den Punct Xq ausgeschlossen, 

|Ä,(a:)t<e 
sein. 

Zur Erreichung dieser Bedingung ist offenbar nothwendig und hinreichend, 
dass sich zu jedem beliebigen grossen Werthe v des Index n und zu jeder 
beliebig kleinen positiven Zahl e zwei Zahlen v' und h finden lassen, von 
denen v' ganzzahlig und grösser als v und /»>>0 ist, und die die Eigen- 
schaft haben, dass ffir alle Werthe der Veränderlichen von Xq bis Xq + H^ 
ersterer Punct ausgeschlossen, der Rest B^{x) der Reihe 

«0 + «1 + • • • 

dem absoluten Betrage nach kleiner als e bleibt. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so kann man auch eine Zahl 

hl > h 

finden, sodass, wenn x zwischen x^ und Xq H- h liegt , stets 

1 
ist. Dann ist aber offenbar auch für alle diese Werthe von x 

1/S(a;) — 2uj|<:3e, 

sodass der absolute Betrag links durch . geeignete Wahl von e kleiner als 
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jede angebbare Grösse gemacht werden kann. Es ist also dann in der Thai 

\imS(x) = 2u^. 

Wir können nnn auch wieder zarückschliessen. Ist nämlich überhaupt. 

limiS(a;) = 2Ujj., 
dann ist die Reihe 

Uo + Ui -♦- • • • 

convergent. Dann lässt sich wieder ein Werth v des Index n bestimmen^ 
sodass für jedes 

7? 1^1 

wo e eine beliebig kleine positive Zahl. Dann lässt sich aber auch ferner 
wieder eine Zahl h^ finden, so dass für alle Werthe Ton x zwischen Xq. 
und Xq -h kl 



e 
3' 



1 

Dann ist aber nach der ersten Formel dieses Paragraphen für alle in Be* 
tracht kommenden Werthe von x offenbar auch 

wie dies oben ausgesprochen war. 

Man beachte übrigens, dass unser Beweis gezeigt hat, es gehöre zu 
jedem 



eine Zahl hi der Art, dass für alle x^ die der Bedingung genügen 

Xq ^^ X zss Xq "T" /»2 



bleibt. 

Und wiederum, wenn 



■R»(«) 



e 



? 



SO lässt sich, wie in § 26, zeigen, dass 

limS(x)=^lnj^ 

ist. 

Demnach darf folgendes nun ausgesprochen werden: 
Die Glieder einer Beihe 
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mögen in dem Intervalle (a, h) Ton der reellen Yariabeln abhängen, für 
welche der Panct Xq dieses Intervalls eine Häafungsstelle ist. Die Grenz- 
werthe Uj^ der Uj^ an der Stelle x^s^Xq-^O mögen sämmtlich endlich und 
bestimmt sein. Damit alsdann die Snmme S(x) der Reihe t^o + 1^^ + • • • für 
x = XQ-hO ebenfalls endlich und bestimmt sei und die Summe jener Grenz- 
werthe Uj^ darstellt, ist uoth wendig und hinreichend, dass zu jedem Werthe 
von n, der grösser als eine beliebig grosse Zahl v ist, und zu jeder beliebige 
kleinen positiven Zahl e eine Zahl h so gehöre, dass für alle Werthe 
von X zwischen Xq und Xq-^ h oder 

Xq ^^ X -SSS X^y ~J~ i\ 

für den Rest M^ (x) der Reihe 

^0 "^" ^1 "♦■"• + '^n "^ " • 

die Bedingung erfüllt sei 

\R^{x)\<z. 

Die hier aufgestellte Bedingung ist übrigens nur dann eine nothwendige^ 
für die Existenz eines Grenzwerthes der Summe S{x), wenn, wie wir es eben, 
verlangt hatten, dieser Grenzwerth auch zugleich die Summe der Reihe 

Uo -h Ui 4- • • • + Uj^. H- • • • 

sein soll. Sie fallt weg, wenn man die letzte Reihe gar nicht in Betracht 
zieht, und nur verlangt, dass S{x) überhaupt einen endlichen und bestimmten 
Grenzwerth habe. Zur Erfüllung dieser Forderung ist nichts anderes noth- 
wendig, als dass in der Gleichung 

n 

1 

für alle zwischen Xq und Xq + h in Betracht kommenden Werthe von x bei 
hinreichend kleinem h 

bleibe. 

§28. 

Wir können nun auch folgenden wichtigen Satz verstehen: Wenn difr 
Glieder einer Reihe 

UQ-h Ui-h h W^ 4- ' • • 

in der Umgebung (xq — Äj, Xq-^-H^) eines Punctes Xq^ wo h^ und 7?2 be- 
liebig klein sein können, jedoch von Null verschieden sein müssen, endliche 
Functionen von x und im Puncte x = Xq sämmtlich stetig sind, und ferner 
die Reihe in der gleichen Umgebung wenigstens einfach gleichmässig con- 
vergirt, so ist die Summe S{x) der Reihe 

Wq + % 4- • • • -I- t*^ + • • • 
an der Stelle x = Xq eine endliche und stetige Function der Veränderlichen x^ 
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Wäre nämlich S(x) fär x ==: Xq nicht stetig, so könnte die Beihe 
«0 + Wi -H • • ' in dem Intervall . (a?o — ^i , Xq^ h^) nicht einmal einfach 
gleichmässig convergiren, was sie doch, nach Voraassetznng, thut. 

Eine Conseqaenz dieses Satzes ist der folgende : Wenn die Glieder einer 
£eihe 

*/() + Wj + . • . -f- t* -h • • • 

in einem ganzen endlichen Interralle (a, b) endliche und stetige Functionen 
Ton X sind, und die Beihe in diesem Intervall wenigstens einfach gleich- 
massig convergirt, dann ist ihre Summe S(x) in diesem Intervall eine end- 
liche und stetige Function von x. Und ferner: Wenn eine Beihe Wq H- Wi H 

in einem Intervall (a, h) wenigstens einfach gleichmässig convergirt, so kann 
ihre Summe in diesem Intervall nicht anders unstetig werden als in den 
Pancten, in denen eine oder mehrere der Function w^, w^, •••, w^, ••• 
unstetig sind. 

Dieser letztere Satz kann umgekehrt werden, wenn die Glieder Uq, 
^1» • • • 1 ^n» • • • ^^ ^®^ ganzen Intervall nicht nur endlich und stetig sind, 
sondern auch von einem bestimmten Werthe v des Index n an sämmtlich 
positiv bleiben. Dann lässt sich nämlich zeigen, dass, sobald die Summe S(x) 
einer solchen Beihe , . . . 

Wo H- «1 -f-- V v:f- w„ -i- • • • 

in dem ganzen Interviall endlich und stetig ist, die Beihe selber in diesem 
Intervalle gleichmässig convergirt. 

Genügen nämlich die Functionen Uj^ den eben ausgesprochenen Bedin- 
gungen, so giebt es zu jedem einzelnen Werthe x in dem Intervall (a, 5) 
unendlich viele Zahlen v' 



v'>v, 



€0 dass für den in Betracht kommenden Werth von x und für 



immer 

I ■«,(*) I 

bleibt, d. h. der Best der Beihe seinem absoluten Betrage nach kleiner als 
eine beliebig kleine Grösse ist. 

Unter diesen unendlich vielen Zahlen n wählen wir nun die kleinste 
aus. Sie wird im Allgemeinen von x und e abhängen, d. h. sich mit x 
und e ändern. Halten wir durch das ganze Intervall hindurch den Werth 
Ton e fest, so wird dann also n nur noch von x abhängen und zwar so, 
dass zu jedem in Betracht kommenden Werthe von x ein bestimmter Werth 
von n gehört, der mit n(x, e) bezeichnet werden möge. Wir können also 

dann auch — als eine im Intervall (a, h) endliche und bestimmte Func- 

tion auffassen. 
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Dann wird aber auch (vergl. Cap. 11) in diesem Intervall eine untere 

Grenze v der Werthe — existiren, und es wird ferner zwischen a und h 

n 

wenigstens einen bestimmten Punct Xq geben, der Art, dass für Puncte ia 
ieder noch so kleinen Umgebung von Xq die untere Grenze von — immer 

ebenfalls v ist. 

Nun convergirt aber die Reihe 

tto + t*i -I- • • • -H w„ H — • 

im Puncte x = Xq^ und wir können daher wieder n>v' so bestimmen,. 
dass für 



fii > n 



stets 

Ferner ist 

S(Xo 4- A) — S{Xq) = 2 (^t (^0 + ^0 — ^jc W) 

1 
'hB^^(xo-hh) — B^^(Xo), 

und es soll noch S(x) im Puncte Xq stetig sein. Es existirt also ein Intervall 

(^o — ^u ^0 + ^12). 
in welchem ^ 

\S(xo + k)--S(xo)\<<Y 

1 2 ("*(^o + '0 — «*fc W) j < y ' 
woraus dann folgt, dass in diesem Intervall 

Beachtet man nun die Bedingung, dass die Glieder w^ der gegebenen Reihe- 
von einem bestimmten Werthe des Index an sämmtlich positiv bleiben sollen, 
so erkennt man, dass für alle Werthe von w, die nicht kleiner sind als n^ 
uud für alle Puncte x zwischen (xq — t^^, x^-h Tjg) stets 



sein wird. Somit kann v nicht kleiner sein als — und also auch n (x, s) 



^1 



niemals grösser als r?i. Dies beweist aber gerade, dass unter den aufge- 
stellten Bedingungen die Reihe 

gleichmässig convergirt, wie oben gefordert wurde. 
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§ 29. 

Die Frage, ob eine unendliche Beihe, deren Glieder Functionen von x 
^ind, differentiirt werden kann, und welche Bedeutung das Ergebniss der 
Differentiation hat, ist von leicht erkennbarer Wichtigkeit. Sie soll uns 
nun noch beschäftigen. Die in den letzten Paragraphen erhaltenen Ergeb- 
nisse gestatten uns sofort die Aufstellung folgenden Satzes. 

Sind die Glieder Wqi **i9 • • • ? w^? • • • einer convergenten Reihe in einer 
«beliebig kleinen, aber von Null verschiedenen Umgebung 

^es Punctes Xq Functionen von x^ die für x^=x^ eine endliche und be- 
■stimmte erste Ableitung u'q, . . . , m'„, ... besitzen, so wird, wenn die Reihe 

h 

für die Puncto XQ-\-liy welche in dieselbe obengenannte Umgebung fallen, 
^leichmässig convergirt, auch die Summe S{x) der Reihe % "+" ^^i "^ ' * * ^^ 
:c=sXo eine bestimmte endliche erste Ableitung besitzen, welche die Summe 
■der Reihe 

•der Ableitungen der einzelnen Glieder der ursprünglichen Reihe ist. 

Und im Weiteren lässt sich sagen : Wenn die Glieder einer unendlichen 
£eihe 

Wq -i- Wj H- • • • H- W^ -f- • • • 

in einer beliebig kleinen, aber endlichen Umgebung 

(xq — Äi , Xo-h h^) 

des Punctes Xq Functionen der reellen Veränderlichen x sind und daselbst 
endliche und bestimmte Ableitungen besitzen, so bestehen dafür, dass die 
Summe S{x) jener Reihe im Puncto x^ eine endliche und bestimmte Ab- 
leitung besitze, welche zugleich die Summe der Reihe der Ableitungen u\ 
ist, die folgenden nothwendigen und hinreichenden Bedingungen. Die Reihe 
dieser Ableitungen muss convergent sein, und es muss ferner immer möglich 
rsein, zu jeder ganzen beliebig grossen Zahl v und zu jeder positiven beliebig 
kleinen Zahl e zwei Zahlen n und h so zu bestimmen 

n > V, /t > 0, 

dass für alle Werthe li'^ deren absoluter Betrag 

// 1 < Ä, 

und für welche der Punct XQ-\-h' in dem Intervall (x^ — Aj, x^-^-li^ ent- 
ii alten ist, 

B^{x,^10--B^{x) 

h' 
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ist, wo wieder B^(x) den Best der Beihe 

Wq "4- Wj + • • • -H tljj -h • • • 

für den Werth x des Argumentes bezeichnet. 

Dieser Satz ist leicht zu beweisen. Unter den ihm zu Gmnde liegenden 
Yoranssetznngen kann man anch noch sagen: 

Soll die Summe S{x) der Beihe 

Wo H- «1 + • • • -H w^ H 

für 0? =s ^Tq eine endliche bestimmte Ableitung besitzen, welche gleich ist der 
Summe der Beihe der Ableitungen 

w'o 4- w'i -h • • • + m'^ -4- • • • , 

80 ist hierzu nothwendig und hinreichend, dass man zu jeder Zahl n, die 
grösser als eine gegeben^ binreichend grosse Zahl n' und zu jeder positiven 
beliebig kleinen Zahl s eine positive Zahl 7^ die mit n veränderlich sein 
kann oder nicht, finden könne, so, dass für alle h\ die der Bedingung 
genügen 

|Ä'|<Ä 

I I 

und für die der Punct Xq + H' in das Intervall (x^ — h^, XQ-\-h2) fallt, 



ist. 



h' 



e 



§30. 

Der folgende Satz ist von grosser Wichtigkeit, weshalb wir seinen Be- 
weis kurz mit angeben wollen. Wir setzen wieder voraus, dass die Glieder 
der Beihe 



Wo -T- Wi H hu^ 

in einer beliebig kleinen, jedoch endlichen Umgebung des Punctes Xq 

(iTo — Äi, a?oH-Ä2) 

Functionen von x sind und daselbst endliche bestimmte Ableitungen besitzen. 
Wenn dann die Summe S(x) der Beihe ebenfalls eine endliche bestimmte 
Ableitung haben soll, die gleich der Summe der Ableitungen 

u'q + w'i H — • + w'^ 4- • • • 

ist, so muss zunächst wieder die letztere Beihe couvergiren. Dann muss 
femer zu jeder beliebig kleinen positiven Zahl e eine Zahl 

Ä>0 

sich so bestimmen lassen, dass für jeden Werth von h\ wo 

h'\<:h, 
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nnd der Punct x^-^-h' im Intervall {x^^^h^^ ^o + ''2) enthalten ist; eine 
endliche, mit h' veränderliche, Zahl n vorhanden ist 

' . *■ ' * 

WO n' eine gegebene Zahl, nnd für welche die drei Ungleichungen 



y Uj^jXp -{ - h') -- Uj^(Xo) 



e 



h' 









e 



erfüllt sind. 

In der That lässt sich, wenn die vorausgesetzten Bedingungen erfüllt 
sind, wegen der Convergenz der ßeihe , 

eine endliche Zahl n' so finden, dass der Rest 

n 

dieser Beihe für n^n' dem absoluten Betrage nach kleiner als e bleibt.- 
Nun ist aber immer 



S(Xo + Ä') - S(xo) 



h 



-2^'. 






h' 



h' 



Ä' 



und man braucht daher nur für n eine Zahl zu nehmen, die grpsser ist 
als n' und ausserdem für den hier in Betracht gezogenen Werth von h! den 
oben angeführten Bedingungen entspricht, um ohne weiteres einzusehen ^ 
dass alsdann für alle h' 

|Ä'1</', 
die Grösse 



^(^0 + K) - Sjx^) 



n 



-2-' 



4s 



bleibt. Das heisst also mit anderen Worten, wenn unsere aufgestelltea 
Bedingungen erfüllt sind, dann ist 



S{x,^h')~S(x^) __^^, 

U ^^k' 



Und wiederum umgekehrt, wenn S(x) für x^=Xq eine endliche besimmte 
Ableitung besitzt, welche die Summe der ßeihe 
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ist, so ist diese letztere convergent. 
eine Zahl n' so, dass für 



JR. 



Denn zunächst giebt es dann immer 



n' 



T 



ist, nnd ferner existirt anch eine endliche positive Zahl h so, dass für alle h\ 



auch die Grösse 



h' 



8(Xo 4- h') - S (xo) y 



w 



1 



bleibt. 

Weil aber femer die Beihe 

«^ + «1 4- • • • -h «^ H 

convergirt, so wird ftir alle Werthe von x, welche zwischen x — h und x -^ h 
liegen and in das Intervall 

fallen, nnd f&r jeden in Betracht zu ziehenden Werth h! eine entsprechende 
Zahl n^n' existiren, für welche die beiden Grössen 

B(xo-^h') B(xo) 



h' 



W 



e 



dem absoluten Betrage nach kleiner als -j- sind. Damit sieht man dann aber 
sofort ein, dass für diese Werthe von h' und n der absolute Betrag 









^\) 



wird, wodurch der aufgestellte Satz dann yoUständig bewiesen ist. — 
Haben die einzelnen Glieder der Reihe 

«0 -H «*! + ••• "i- ^« + •• ' 
überhaupt in der ganzen Umgebung 

(Xq — Äi , XQ-\r Äg) 

des Punctes x^ überall eine endliche und bestimmte Ableitung, so gilt das 
gleiche bei jedem beliebigen Werth von n auch für die Summe 



n 



*5«w=2"*(^)- 
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JE)s ist dann also nach einem bekannten Satze 

n ff 

Z h' h' 

1 

ff 

1 
oder anch so geschrieben 

2, 1 j^, u\ (Xq) \ = > (w't (a;o + e h') — w'j (a:o)), 

1 ^ ^1 

wo 

o<:e<:i, 

and 6 für alle Glieder der Summe denselben Werth hat, jedoch von n and 
Ji' abhängig ist. Es lässt sich also hier die zweite Bedingung des in diesem 
Paragraphen entwickelten Satzes auf eine Yollkommen übereinstimmende 
Bedingung für die drei Grössen 

ff 

1 

h' ' W 

zurückführen. 

§ 31. 
Die letzten Ergebnisse ermöglichen es nun noch folgenden Satz auf- 
zustellen. 

Wenn eine Eeihe 

Wo 4- Wi -+-•••+ w„ + •• • 

in jeder hinreichend kleinen Umgebung 

des Punctes Xq convergirf und jedes ihrer Glieder eine endliche und be- 
stimmte Ableitung besitzt, und wenn ferner die Eeihe 

dieser Ableitungen in derselben Umgebung gleichmässig convergirt, dann 
hat auch die Summe S{x) der Eeihe % -H Wi H im Puncto Xq eine end- 
liche und bestimmte Ableitung, welche die Summe der Eeihe der ent- 
sprechenden Ableitungen, also der Eeihe 

ist. 



j 
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Zunächst ist ohne Weiteres klar, dass in diesem Falle die erste Be- 
dingung des Satzes in § 29 erfallt ist. Wir hezeichnen dann mit n' eine 
Zahl so, dass für alle n 

and für alle Werthe x zwischen x^ — Äj und a?o + ^2 ^^^r Rest S!^(x) der 
Beihe ^u\(jß) der Ungleichung genügt 



Femer ist für n'>n 



B'J<c) 



2 «.'t(^) 



8 

T 



e 
4' 



and es besteht immer die Gleichung 

Uj,(xQ-hh')^Uj^(Xo) 



K^ 



h' 



-u\(x)^ 



^/w,(a;o4-Ä') — %(a;o) 



==S(w-^^^;-w;^^.^(^.)j 



n'+l 

WO 6,' in allen Gliedern der Summe von gleichem Werthe, eine von n und 
h' abhängige Zahl bedeutet und 

0<:e<:l 



ist. Aus der letzten Gleichung erkennt man aber, dass für alle Werthe 
Yon n, die grösser als n' sind 



^{u\(xo-hm-u\(Xo)) 

n' + l 






Und femer, da n' eine endliche Zahl ist, so giebt es immer auch eine solche 
Zahl A, dass für alle h\ 

\h'\<Zh, . 
die Ungleichung erfüllt ist 



^ / ^h (^0 -+- '^') — w. (Xo) 



2( 



h' 



-«*'t(^o)j 



e 
2"' 



sodass wir nun behaupten können, dass für die obigen Werthe von 7t und 
A' und für jeden Werth von n 

15* 
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der absolute Betrag 

" '«* («0 + Ä') — w^ (a^o) 



?(' 



h! 



«*'jbWJ 



e 



bleibt. 

Bedenkt man dann noch, dass, weil 



Wn + Wi + 



« • • 



-f-W. + 



• • t 



in dem ganzen Intervall 

converglrt, zu jedem der hier in Betracht kommenden Werthe V ein ent- 
sprechender Werth von n gehört, 



n^n 



für den auch 






e. 



so erkennt man, dass auch die zweite Bedingung des im § 29 behandelten 
Satzes erfüllt ist. Somit ist denn auch unser jetziger Satz bewiesen. 



§ 32. 

Hiermit schliessen wir die Betrachtungen über die Frage der Differen- 
tiation einer unendlichen Beihe von Gliedern, die Functionen von x sind. 
Diese Untersuchungen haben uns gezeigt, dass es keineswegs von vorne- 
herein und ohne weiteres feststeht, dass die Ableitung der Summe einer 
solchen Beihe, also die Ableitung der durch die Beihe dargestellten Function, 
einfach durch Differentiation der einzelnen Beihenglieder und nachfolgend» 
Summation erhalten werde. Wir haben die Bedingungen kennen gelernt^ 
unter denen dies stattfindet. 

Und wir erkennen leicht, dass, wenn die Summe 8{x) der Beihe 
Wo + ^1 + • • • für a; = iCo ®i^ö endliche und bestimmte Ableitung 8{x) be- 
sitzt, und die Beihe u'q -h w'j -+- • • • convergirt, ihre Summe jedoch von S' (x). 
verschieden ist, offenbar die zweite Bedingung des Satzes in § 29 nicht er- 
füllt sein kann. Wird femer die Ableitung von S(x) für x = Xq unendlich 
oder unbestimmt, so ist sicher eine der beiden Bedingungen jenes Satzes 
nicht erfüllt. Es kann im Allgemeinen aber noch zweifelhaft bleiben, ob 
in einem solchen Falle nicht überhaupt beide Bedingungen ausser Gültig- 
keit getreten sind, sodass es also dann immer besonderer Untersuchungen 
bedarf.*) 



*) Für ein eingehenderes Studium dieser Fragen ist nachzusehen P. Dubois- 
Reymond in Grelles Journal Band 100 und Pringsheim in Math. Annalen Bd. 42. 1893. 
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§ 33. 

Wir können nun zu einer etwas specielleren Betrachtang zurückgehen. 
Es möge nämlich der Fall eintreten, dass die Fanction f{x) oder eine 
(bezw. mehrere) ihrer Derivirten an der Stelle Xq unstetig wird. Dann wird 
es offenbar keine Taylor'sche Entwickelung geben für ((xq -h ä), d. h. dieser 
Fnnctionswerth kann nicht durch eine nach ganzen positiven Potenzen der 
Veränderlichen fortschreitende Reihe dargestellt werden. Aber man vermag 
dann zuweilen doch eine convergente Reihe fiir f{xQ + h) herzustellen, wenn 
man auch Entwickelungen nach negativen ganzen oder auch nach gebrochenen 
Potenzen von x zulässt. Wir wollen kurz zeigen, wie eine solche Entwickelung 
erlangt werden kann. 

Wenn eine Fanction f{x) im Puncte x^=^Xq einen endlichen von Null 
verschiedenen Werth A besitzt und für alle Werthe von ^, welche in das 
Intervall (xq , Xq + h)^ fallen stetig ist, so hat man 

wo e eine beliebig kleine Grösse bedeutet, welche mit h verschwindet. 

Wenn femer die von x = Xq bis a; = a^o H- ä stetige Function im Puncte 
x=:Xq verschwindet, und im Puncte x^^XQ-hh von der Ordnung n un- 
endlich klein wird, wo n eine positive ganze oder gebrochene Zahl be- 
deutet, so ist 

wo Ai ebenfalls eine endliche von Null verschiedene Zahl bedeutet. Und 
man kann in diesem Falle wieder setzen 

/•(^o + Ä) = Ä*(J[i4-ti), 

wo e^ eine beliebig kleine Zahl ist. 

Endlich möge f{x) im Puncte x = Xq unendlich gross werden. Dann 
wird dort 

1 

unendlich klein. Wenn es dann möglich ist, eine endliche ganze oder ge- 
brochene Zahl fii so zu bestimmen, dass dadurch die Ordnung des ünend- 

lichkleinwerdens von ^ rr ausgedrückt wird, so haben wir offenbar, 

wenn A^ wieder eine endliche von Null verschiedene Zahl, e^ dagegen eine 
beliebig kleine Zahl bedeutet^ 

lim hr''f(xo'{'h) = A2 
oder 

f{xo -f- Ä) = Ä""» (^2 -b ej) . 2. 
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Die Formel 1 begreift diese letztere in sich, wenn man dort der Zahl n 
auch negative Werthe anzunehmen gestattet Im Allgemeinen lässt sich 
also immer setzen 

Kx)^{X''X^ff,{x), 3. 

wo PL eine positive oder negative reelle Zahl, oder auch die Null sein kann, 
und f^{x) eine Function bedeutet, die an der Stelle x=^Xq einen endlichen 
bestimmten, von Null verschiedenen Werth Ä hat. (Vergl. Cap. n.) 
Die Differenz 

f,(x)^Ä 

wird also an der Stelle x = Xq unendlich klein werden. Wenn dies in be- 
stimmter endlicher Ordnung geschieht, so sei [i^ — p. die Zahl, welche 
diese Ordnung ausdruckt, wo also 

und man wird haben 

h{x)^Ä=^(x^Xor'^f2(xh 

wo f2{x) eine Function ist, die an der Stelle x=^Xq einen endlichen be- 
stimmten von Null verschiedenen Werth Äi annimmt. Dann wird also die 
Formel 3 

f(x) = uä (a? — x^y + (a: — a?o)^» /a (^) • 4. 

Die Function 

f2(x) — Ai 

wird nun auch für x = Xq unendlich klein, und wenn die positive Zahl 
^-2 — P-i ^^^ Ordnung des Yerschwindens bezeichnet, so ist wieder 

f,(x)-Ä,^(x-Xo)^-'^'n(x), 

wo die Function f^(x) an der Stelle x^^Xq den endlichen und von Null 
yerschiedenen Werth Ä2 besitzt. Und Formel 4 erweitert sich zu 

m^^^Ä^x^XoT-hA^Cx-^Xor + ix-^XoT^fsix). 
Fährt man in dieser Weise fort, so wird folgender Ausdruck für f(x) erhalten 

f(x) == -ä (a; — XqT -hÄ^(x — XoT' -hÄ^Cx — XqT* H 

+ A^_,(x-XoT-'^'^B„, 
wo 

■B. = (« - ^of » fn + 1 («) = (^ - xoT' - 1 (/;(«) - ^, _ 1) . 

Die Voraussetzung dieser Darstellung von f(x) ist allerdings die, dass 
die Zahlen 

1^1, fta, . . ., ji. , .. . 
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welclie eine wachsende Reihe bilden, für jeden Werth k zwischen 1 nnd n 
80 bestimmt werden können» dass der Quotient 

^ x = Xq einen endlichen bestimmten, von Null verschiedenen Grenzwerth 
besitze. Ist dies der Fall und bat man 



Ä 



n 



e, 



wo 8 eine beliebig kleine Zahl ist und n unbegrenzt wächst, so kann also 
für f(xQ ■+■ h) die Reihe gegeben werden 

f{xo -H Ä) =!=? A(x — XqT + A(^ — ^o)''* + ^2(« — ^o)**" H » 

oder, da 

X "~" 3/Q 5^^ rl , 

f(xQ H- Ä) = Ah^ + A^h^' + A^hf^ -H • • • , 

wo also die {j^, y^, ..., (i„, •.. positive oder negative reelle Zahlen sind 
und stets 

I H-fc + 1 I > P-t 1 • 
Als Beispiel möge die Function 



f(^x) = |/sin X — sin Xq 

betrachtet werden. Die erste Ableitung f^(x) wird an der Stelle x^=Xq 
unendlich, und es kann somit f(xQ + /?) nicht durch die Taylor'sche Reihe 
dargestellt werden. Wohl aber gilt dies von der Function 

sin X — sin Xq , 
sodass man zunächst erhält 



fix) = ^{x - xo) cos Xo - ^^3-^ 



sin iTn — • • • 



Baraus erkennt man dann aber, dass die Function 

^X — Xq 



sich dem Grenzwerthe -^cosxq nähert, wenn x unbegrenzt nahe an die 
Stelle Xq heranrückt. 

Somit hat man, in den Bezeichnungen obiger allgemeiner Betrachtung, 

jA==^, ^=i/cosa;o, A(^) = - r-^^^ — 
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Ferner hat man 

{x — a?o) A (a^) = y cos a^o — ^^^ sin a?o / 

sin Xn — • • • 



co8a?o 

X Xq 

TT" 

y cos Xq r— ^ sina?o h ^/cosiCe 



Es ist somit hier 



3 - sin Xq 



/'2(^) = 



^ 4 |/cosa?o 

-y^sin^o-f^coso^o-f-..- 



y cos Xq r— 2^ sina^o H h |/cosiCo 

Unsere Entwickelung von 

j/sin a; — sin ajo 



beginnt daher so 



|/sin a? — sin Xq = (a? — a?o)^ i/cosa^o — (a? — a?o)^ — 7=?= + B, 

4 y co8a?o 



wo der Best B den Ausdruck hat 

3 
B = (x-' 



= (x^XQy(Mx) + -'^] 

V 4 |/cosa?o/ 



3 
und offenbar von einer höheren Ordnung als derjenigen -^ unendlich klein wird. 



§ 34. 



Die Taylor^sche Eeihe gestattet auch eine bemerkenswerthe Anwendung 
auf die Bestimmung sogenannter unbestimmter Formen. 

Wenn nämlich eine Function sich darstellen lässt in der Form 

so kann es vorkommen, dass für einen bestimmten Werth x^Xq Zähler 
und Nenner gleichzeitig Null oder unendlich gross werden, sodass dann cp(a;) 
in einer der Formen 

00 
Ö"' ~^ 

erscheint, also unter Formen, welche überhaupt keinen bestimmten Werth 
ergeben. Man kann dann aber in vielen Fällen doch zu einer Bestimmung 
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des wahren Werthes von <p(a?) auch für x = Xq gelangen mit Hülfe des 
folgenden Satzes. Nämlich: 

Wenn die beiden Functionen f(x) und F(x) für x^Xq gleichzeitig 
gegen Null oder Unendlich convergiren und an der Stelle x^=^Xq endliche 
und bestimmte Ableitungen besitzen, so werden die Quotienten 

m fix) 

F(xy F\x) 
für 

a; = 5/0 4- Ä 

lim Ä = 

entweder nach derselben endlichen Grösse convergiren oder beide zugleich 
über jede Grenze hinaus wachsen. 
Sei zunächst 

Dann ist, wenn h eine' beliebig kleine Grösse bedeutet (vergl. Gap. UI), 

o<:6<:i. 

Das heisst aber mit anderen Worten, dass 6^ mit h verschwindet, und dass 
in der That 

V f(Xo) T fX^o) 

lim -^K = hm ',, % ' 
Ist der Grenzwerth, dem sich 

Fdxo 4- Ä) 
for ein unbegrenzt abnehmendes h nähert, unendlich gross, so wird auch 

IM 

F\xo) 

unendlich gross sein. 

Wir haben vorausgesetzt, dass die Stelle a; = a?o, an der f und F ver- 
schwinden, im Endlichen liege. Ist nun aber ^0^=00, so setzen wir 

1 

x = —r^ 

X 

und also 

fix) __ ^w) <f{x') 
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Dann haben wir also 



lim /'(^) ^ lim I^ ^ lim ?'(^0 



und somit 



M_ lim ^'^ ^l^) 



lim 1 _ 



lim iM== lim V«'/ 



"-(^) 



d. h. aber wieder 



Hm /W ^ lim /M. 
x=oo F{x) x = o^ F'(x) 



Setzen wir nnn zweitens voraus, dass f(x) und F(x) an der Stelle 
xss=Xq^ wo Xq im Endlichen oder Unendlichen liegen kann, gleichzeitig un- 
endlich gross werden, also 

f(Xo) = X , F(xo) = 00 . 

Dann schreiben wir 

1 
f(x) _ F(x) 
Fix) "^ _1_ ' 
fix) 
und wenn wir noch setzen 



F{x) ^^'' fix) 

so haben wir in dem Quotienten 

<Pix) 

den vorigen Fall zu behandeln, da beide Functionen, O und 7, an der 
Stelle x = Xo verschwinden. Es ist daher 

,. <D(a?) ,. <S>'ix) 
lim -7^ = hm -77-v' 

d. h. aber 

EM (MX 

lim|^ = lim^ = limi^. 

P(x) F'{x) 
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Wenn nun O eine bestimmte endliche von Null verschiedene Grösse und 

Umff{=G 
F(x) 

ist, dann hat man nach dieser Relation 

<?2 



G = 



lim ^'(^> 



nnd somit auch 

Das gleiche gilt übrigens auch noch für G = 0, Denn in diesem Falle sei 
G' eine von Null verschiedene beliebige Constante, dann hat die Fanction 

F{x) "^ F{x) 

für x = Xq den Grenzwerth G\ Und da G' nicht verschwindet, so ist 

F(x) F' {x) 

woraus, wenn man beiderseits G' subtrahirt, sich wieder ergiebt 

lim ^7-fr = hm ' ,; \ • 
F{x) F' {x) 

Und wenn nun in allen diesen Fällen der Quotient 

fix) 
Fix) 

an der Stelle x=sXq unendlich gross wird, dann wird 

F(x) 
f{x) 

an dieser Stelle unendlich Iclein, somit ist dann auch 



oder 



lim 


F\x) 

fix) 


= 


lim 




= 00, 



d.h. es ist in allen hier in Betracht kommenden Fällen 

r f(x) ,. r(x) 
lim -^^-^ = lim '\ \ • 
F(x) F' {x) 

Setzen wir überhaupt von beiden Functionen f und ^voraus, dass sie 
in jeder beliebig kleinen Umgebung (a?o, Xq + K)^ den Punct Xq ausge- 
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schlössen, des Pnnctes Xq mit ihren n — 1 ersten Ableitungen endlich nnd 
stetig seien, dagegen im Pancte Xq beide mit diesen Ableitangen gleich- 
zeitig verschwinden. Femer sollen die n^^ Ableitangen dieser Functionen 

im Pancte x = Xq wenigstens endliche und bestimmte Werthe haben. Dann 
haben wir bekanntlich 



F(xo'^h)^F(xo)-hhF^(Xo)-^^F^'(xo) 



1.2...(n--l) 
und somit anter den jetzigen Yoraassetzungen 



^(«-i)(^j^.2j 



Aber es ist 



lim iM.== lim !«. 

x = Xo F(x) » = «ojB 



/^"^(iPo + ÖÄ) 



also 



and somit hier 



« 1 • 2« "W 

o<:e<:i. 



lim iM^/ÜW . 

Wenn also r'{x^ nnd J'^*^(a!Q), wie wir voranssetzten, endliche bestimmte 
Werthe haben, so ist anch der Grenzwerth des Quotienten 

F{x) 

fax x = Xq ein endlicher nnd bestimmter. Der Grenzwerth ist Nnll, wenn 
/"(rco) = and F{xq) endlich uad bestimmt, oder wenn f{x^ endlich und 
bestimmt ist and i^(^o) nnendlich wird. Dagegen ist 

lim iM.==oo 

wenn entweder lim f(x) = 00 and F(xq) endlich bestimmt, oder wenn /(Xq) 
endlich bestimmt and lim F(xq) = ist. 



j 
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§ 35. 

Wir wollen einige besondere Fälle von unbestimmten Formen betrachten. 
Zunächst die beiden bekannten Quotienten 

sin X tang x 

die beide für o; »s die unbestimmte Form erhalten 

* 
Aber wir finden nach den allgemeinen Darlegungen des yorigen Paragraphen 

,. sino; ,. coso; 
hm =lim — - — 

X 1 



X C0S2 X 



sodass also 



\ X /«=0 V X Jx = 

Sei femer gegeben 



f 

n 



Fix)^x'', 
wo n eine ganze positive Zahl bedeutet. Dann ist für 2; = oo 



X 

,. e 00 
lim — = — , 

x"" ^ 



und dieselbe Form nehmen auch die Quotienten der n — 1 ersten Ableitungen 
beider Functionen an. Aber es ist 









r\x) e' 




JP(«)(a?) 1.2...W' 


sodass 






lim ^ —00 


ist. 








Wenn 


wir 


haben 


f{x) e' e" 2x 
F{x) x — sinx ' 



so wird dieser Ausdruck mit seinen beiden ersten Deriyirten fiir ^ = 
die Form 
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anDehmen. Aber es ergiebt sich 



«« . ^ — 



F"'{x) cosa; 

und somit 

Um f!jIl?I^ZZ_?^ = 2 . 

ar = X — Sino? 

In allen diesen Anwendungen darf nicht vergessen werden, dass wir in 
§31 ausdrücklich vorausgesetzt haben, die Ableitungen von f{x) und F(^x) 
sollen bestimmte Werthe haben. Es ist daher selbstverständlich, dass wir 
unsere Formeln überall da nicht anwenden können, wo diese Voraussetzung 
nicht zutrifft. So haben wir z. B. in 

a;4-sina?, ic-t-cosa; 

zwei Functionen, welche für x = cc selbst unendlich werden, deren Ab- 
leitungen 1 + cosa;, 1— -sina; aber für diesen Werth von x unbestimmt 
sind. Wenn also 

f(x) = ic + sin a?, F(x) = a; + cos x^ 

so ist zwar für x = <x> 

fix) 

F'(x) 
nnbestiinint, nichtsdestoweniger können vir hier aber doch den Werth von 

Fix) 
bestimmen. Denn es ist 

sina? 

f(x) ic + sin a; x 

F(x) x + cosic cos X* 

1 + 



X 



also der Grenzwerth 



lim /M = 1 . 

a; = oo F(x) 



§ 36. 

Es können endlich auch Fälle eintreten, wo unser allgemeines Verfahren 
zur Bestimmung des wahren Werthes des Quotienten 

fix) 
F{x) 

deshalb in der Anwendung Versagt, weil die Beihe der Quotienten 

J-r^-^ (W = 1, 2, . . .) 
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zu weit ausgedehnt werden müsste, bis man zu einem bestimmten Werthe 
dieser und damit aach des arspninglichen Quotienten gelangen würde. 
Wenn dann aber die beiden Functionen f{z)^ ^(^) irgend eine Beihenent- 
Wickelung, entweder nach ganzen positiven Potenzen, oder auch nach nega- 
tiven oder gebrochenen Potenzen zulassen, dann kann man direct von diesen 
Entwickelungen Gebrauch machen. 

So mögen z. B. die Entwickelungen von f(x) und F{x) beginnen mit 
den Gliedern M'Ü^ und N*h^^ dann können wir also setzen 

wo e^, 82 Grössen sind, die mit h unendlich klein werden. Es ist demnach 

F{xo + h) ivr.Ä"+s2 

lim fi^O-^-^O ^ ^ jjn-n 

h^oF^Xo-hh) K 

Ist hier m = n, so hat der Quotient der Functionen f und F den bestimm- 
ten Grenzwerth 

lim ß^^K. 
x=xoF(x) N 



Ist wi>w, so ist dieser Quotient ein ünendlichkleines von der Ordnung 
m — «, und ist w<!w, so wird er an der Stelle x^^Xq unendlich gross 
von der Ordnung n — m. 

Als Beispiel betrachten wir die Function 

f(x) x — ^ sin ic — ^ tango; 

F(x)'^ ' x'^ ' 

deren Werth für a? = zu bestimmen sein soll. 
Dieselbe lässt sich auf die Form bringen 

., . Siccoso? — sina? — sin 2a7 

f(x) = ^-7 

^ "^ SaJ-^cosa; 

Dann führen wir die Reihenentwickelungen ein für cosüj, sina: und sin 2 a; 
und finden 

T 



m = 3^ ( 1 - 1^ 

-[ *-3! 



-( 



8«3 



F(z) = Sx^(^ 1-|^ 



X* 

4! 


— +• 


••) 


x^ 
5! 


h- 


••) 


2x^ 
5! 


— + • 


•) 


x^ 




\ 


4! 


h- 


• 
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Danach kann man also setzen 

F(x) = x^ (S + e^) , 

wo «1 und «3 Potenzreihen bedeaten, welche f&r a; =: Terschwinden. Dem- 
gemäss ergiebt sich also 

lim £^ = __L. 
»=o F(x) 20 

• 

Diese Methode, die Entwickelnngen der Functionen f(x) und F(^x) 
direct zu verwenden, fuhrt namentlich in allen den Fällen, wo diese Func- 
tionen eine sehr zusammengesetzte Form haben, meist viel schneller zum 
Ziel, als diejenige, welche in den vorhergehenden Paragraphen gezeigt wurde. 

§ 37. 

Durch die Betrachtungen der letzten Paragraphen ist auch der Fall er- 
ledigt, wo es sich um ein Product 

handelt, in dem ein Factor Null und der andere unendlich gross wird für 
einen und denselben Werth x = Xq, Denn man kann immer setzen 

f(x)F(x)^ , ^^^j , 
(Fdx))-' 

oder 

wonach also f^(x') wieder auf die Form eines Quotienten zweier für x^Xq 
gleichzeitig verschwindenden oder unendlich gross werdenden Functionen 
zurückgeführt erscheint. 
Auch die Form 

7:(x)^F(xy^''^ 

kann nun behandelt werden, wobei F{x), f(x) als Functionen betrachtet 
werden, die für ä; = o^q gleichzeitig verschwinden, also die Bedingung erfüllen 

J^W = 0, /•(^o) = 0, 

oder auch die den folgenden Bedingungen genügen 

F(xo) = l, f(xo) = co. 
Wenn man nämlich die vorgelegte Gleichung logarithmirt, so erhält man 

log ir(a?) = f(x) log F(x), 



\ 
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80 ist iil all^n ^rei Fällen die Function log i:(as) das Produet zweier Func- 
tionen, deren eine ^ x = Xo yersch windet, während die andere unendlich 
gross wird, so dass also diese Functionsform zurückgef&hrt ist auf die im 
Eingange dieses Paragrapben^ betrachtete. 

Als Anwendung betrachten wir das vielfach herangezogene Beispiel, den 
Werth, der Function 

fix) ^of . 

für d; = ZU bestimmen. 
Man hat 

log /"(a;) = o: log a? = -^§f , 

X 

woraus sich auf Grund unserer obigen allgemeinen Darlegungen ergiebt 

limlog/'(ic)= lim — ^-r-) 7 

«==0 ar = jl_ 

x^ 

also 

lim \ogf(x) =5 -^ lim a: = 0. 
»='0 «=o 

Danach convergirt also die Function logo;^ bei Annäherung von a; an die 
Stelle selber nach KuU; und somit schliessen wir, dass der Grenzwerth 

lima;* = l. 

Wir wollen in diesem Zusammenhange noch zwei Fälle betrachten, 
welche für allgemeinere Betrachtungen von Wichti^eit sind. Zunächst 
sei gegeben (vergl. hierzu S. 237) 

■■'•■■■■"■ g*^' ''■■■■ 

X 

und diese Function an der Stelle o; «= 00 zu untersuchen. Wir finden eiur 
mal durch m-malige Differentiation des Zählers und Nenners 

lim 9(0?) 5= f= 00, 

•I . . ■ ' • - ■ . , . ^ . . '• * 

und andererseits, wenn wir die Poten^reihe für e^. einführen unda;>0 vor- 
aussetzen, zunächst leicht , , ,. 



.-' < 






wo n eine positive ganze ^ähl. Also a,tich 






(. . f> 
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und 8omit wieder, wenn (was ja durch genügende Ausdehnung der Ent« 
Wickelung von ^ immer möglich ist) n>m 

lim — > lim — ; — ^ oo • 
aj« n! 

Durch beide Herleitungen überzeugen wir uns, dass ^ mit x unend- 
lich gross wird, aber schneller als irgend eine Potenz von x. 
Ist nun 

so ist 

a;=slogy, 

und es wird also, wenn log^ nach + oo convergirt, auch y nach + oo streben 

und zwar stärker als irgend eine Potenz von log^. Und umgekehrt, wenn 

y nach + oo convergirt, so convergirt auch log y nach + oo , aber langsamer 

als irgend eine Potenz von y. 

Setzen wir jetzt 

1 

logy = — logjef. 

Wenn dann y nach + oo convergirt, so hat z die Null zum Grenzwerth, 
und log z convergirt nach — oo , aber schwächer als irgend eine Potenz von 

— mit negativem Vorzeichen genommen. Wenn also x unendlich klein ist, 

z 

so wird log^ negativ unendlich, aber von einer Ordnung, die kleiner ist 
als eine angebbare Grösse, und analog, wenn x unendlich gross ist, so 
wird log^ positiv unendlich, wieder von einer Ordnung, die kleiner als eine 
angebbare Grösse ist. 

Diese beiden Arten des Unendlichgrosswerdens von log x und ^ bilden 
also eine besondere Glasse f&r sich, die nicht verglichen werden kann mit 
der Art, in der andere Functionen unendlich gross von endlicher Ordnung 
werden. 

§ 38. 

Hier möge kurz darauf hingewiesen werden, dass die Convergenz einer 
durch die Taylor'sche bezw. Maclaurin'sche Entwickelung aus einer Function 
hergeleiteten Potenzreihe noch keineswegs immer auch eine Gewähr bietet, 
dass die Beihe auch wirklich immer die Function, aus der sie entsprang, 
darstellt. Cauchy hat zuerst auf diesen Punct aufinerksam gemacht. In 
alleijüngster Zeit hat Herr Pringsheim seine werth vollen Untersuchungen 
über den Gegenstand in den Mathematischen Annalen Bd. XLII. 1893 ver- 
öffentlicht, nachdem ein kürzerer Abriss schon im vorigen Jahre in den 
Sitzungsberichten der mathematisch-physikalischen Glasse der kgl. Bayerischen 
Akademie der Wissenschaften erschienen war. 
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Diesen tiefgehenden Untersuchungen können wir hier nieht n&her treten. 
Doch lässt sich die obige Behauptung an einem einfachen Beispiele erweisen. 
Es sei gegeben die Function 

Es ist leicht einzusehen, dass die saccessiven Ableitungen dieser Function 
sich darstellen werden als endliche Summen, deren Glieder alle von der Form 

X 

sind. Setzt man for einen Augenblick 

1 

JS 

so wird 



V^ -i-J^^ 



e 

-.in 
X 



ond conyergirt also nach § 37 zur Null, wenn z sich der Grösse +oo nähert; 
d. h. mit anderen Worten, der Ausdruck 

X 

hat die Grenze Null, wenn x nach Null conyergirt. 

Stellen wir also jetzt die Formel der Maclaurin^schen Beihe für unsere 
Function f(x) auf 

/'(«) = /<0) + r(0)-a? + r(0)-^ + -.-, 
so wird diese zwar convergiren, da alle ihre Glieder yerschwinden, aber sie 
wird für keinen Werth von x die Function e '^ darstellen. 



§39. 

Nachdem die Theorie der Einzelreihe in den uns hier gesetzten natür- 
lichen Grenzen erledigt ist, möge noch ein Satz gegeben werden, der 
sieh auf die Muitiplication zweier Beihen bezieht 

Es seien ^ 

*'o + ^ "*■••• + «,-!-+-••• 

2wei absolut convergente Beihen, deren Summen bezüglich mit U und V 
bezeichnet sein mögen. Bilden wir dann eine neue Beihe 

tt^o + ^1 "+■••• + *^«—i + ••' » 

16* 
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in der allgemein 

' . ■ . . ' ■ * '' 

80 wird auch diese Reihe coDYergiren und ihre Summe W wird gleich dem 
Producte UV sein. 



i\ 



Setzen wir 


• 




^,»=%Tt-'«*i.-h. HW„_i 




^i»= «'o -*-:«^o H H «^,-1 




M/^=t«;o-f-^i-h---4-w;„^i, 



wo also 

TT^ = Wo Vo -»- (wo ^1 + «*i «^o) ■+• (% «^2 -t- Wi Vi + «2 %) -H- -• • ' ' 

Wenn sämmtliche Glieder der Eeihen luj^ und Ivj^ von vorne hierein 
positiv sind, so sind auch sämmtliche Glieder von W^ positiv und das Pro- 
duct U^ V^ enthält alle Glieder von W^ und noch andere positive Glieder, 
sodass also 

■ ■'UV >w . ■ • . f . 

Andererseits sei v die grösste ganze Zahl, welche in -^ enthalten ist, also 

n n — 1 

entweder y oder — g— . Dann sind alle Glieder des Productes U^ V^ sicher 

in W^ enthalten, sodass also 

■ • ' \ ••, , • -^ ' ■'■ 

Wenn nun n unbegrenzt wächst, so wächst auch v unbegrenzt Die Grössen 

U und U^ streben 'dabei der Grenze 'V\ die Grössen TV und F, der Grenze 

F zu. -Daher ist W^ zwischen zwei, Grössen enthalten, welche für unbe- 

grenzt wachsende Iridices beide dem Grenzwerthe tJV sich unbegrenzt' 

nähern. Es besteht daher -iiuch für TT. ein . bestimmter endlicher Gren^^-: 

werth, und zwar 

TF=(7F. 

Wenn in den Beihen 1% und 2 t;. auch negative Glieder vorl^ommen,. 
so bötirachten wir die Differehz 

+ (w„-i t^i -^ w„_2 ^2 H HM, t;^_3 -f-^i ^n-i)- 

Diese convergirte vpfl^in mit wac))^$ndem n nach Null. Sie wird es 
auch jetzt noch thun, wenn wir alle Glieder durch ihre absoluten Beträge 
evsetsfeb, dai die Beiheii S2«^, St;^ als' absolut convergente Vorausgesetzt sind. 
Wir haben also für n^^soö :./.'; .:...-. ... : . 

-•iim([/^F;,-W;V^Ov- ' 
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sodass also anch hier W^ eine bestimmte endliche Grenze hat, fr r -: : 

Es ist ausdrücklich darauf zu achten, dass die unerlässliche 'Voräiä^ 
Setzung für die Gültigkeit dieses Siitzes die a))solute Conyergenz der 
Reihen Sm^^, 1,vj^ ist;* sodass also der Satz nicht mehr besteht, wenn für 
beide oder nur eine dieser Beihen die angegebene Voraussetzung nicht 
mehr gilt. . . ' :"^. "■' 

v-^ ••. ■•▼■, »'^ - 

. • • . .--.-.§ 40; - ,'.' " -■-■ , 

Wir wenden uns noch zu einer kurzen Betrachtung über dieEJ^twieXe- 
luug einer Function mehrerer Variabein in' eine Potenzreihe. Sei also 

gegeben eine Function u von n unabhängigen Va^abieln 

» » • » • • ■ • "-" 

u=iF{Xy y-, e^ .\ .). 

• • • " 

Wir wollen dann die Function 

t* 4- A w = F{x -h Ä, y -h Ä;, £f 4- ^ . . .) 

in eine Beihe näch.d«n Potenzen der kleinen Grössen h, Tc, 7, ... ent- 
wickeln. Nun bemerkt man, dasd t« -h Au der Werth der Function 

r ' " 

c 

ist, welchen diese für f =?= 1 annimmt Wir können. daher den angegebenen 
Zweck erreichen, wenn wir' ' 

als Function yon t betrachten, nach der Maclaurin'schen Beihe entwickeln 
und in der so erhaltenen Beihe 't^^J: setzen. 
Sei nun,: zur Abkürzung, 



e • e 



also 
Bann ist 






und femer können wir hier, da (, y), C, ... von der unabhängigen Vari- 
abeln linear abhängen, von der folgende^ symbolischen JDarstellung (S, 125) 
Ar die höheren Differentiale Gebrauch machen 



^„ /dU ^^ du ^ dU ^^ \ 



• • . I • 
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Da nnn 

disszhdt, dr^=:kdt^ dl^^=^ldij •••, 

80 hat man aach 

df 
woför endlich, da 









• • 



anch geschrieben werden kann 



/.du . ,8J7 . ,du V 

V 8a? 8^ dz / 



dt' 
Für ^=0 ist nun 

nnd somit 



• • • I • 



Demnach werden wir nnn folgende Maclaarin'sche Entwickelang f&r U er- 
halten: 



V 8a: 8y 8^8? / 

' f^du .Zu .du ^ \ 
\\ ox oy cz ) 



-i 



^« — 1)! \ ox cy GZ ) 




WO B nach unseren früheren Darlegungen der folgende Ausdruck ist 



» n!V 8a? 8y 8^ /:.+eÄ«, !,+•*«, .+•/*,... 

WO durch die Indices angezeigt wird, dass in dem Klammerausdmck die 

* 

Yariabeln a?, y , jer, . . . zu ersetzen sind durch a? -h 6A^, ^ + 6Ä ^, -4- /^, . , . 
und wieder 

o<e<i 

ist. 
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Machen wir Dan endlich noch ( = 1 , so kommt die fols;enc 
Darstellnng: 

Fix + h, y + Ä, e + l, ■••) = » + Am 



. l'n+*8;+'8^+ 



. V 8a; 8y 8g 

"*■ <»-!)! 

+ ü., 
,8« , ^8« , ,8» , ...V 

Um ein Beispiel fOr die explicite Darstellang der einzelnen 
Iteihe zn geben, betrachten vir eine Function zweier Variabe! 
Dann kommt also 

dF dF 



1 /, 8« , ,8m , 



U"' 






(»— ii\ 8»"-' 8»"-'ej( 

wo der Best S^ wieder gegeben ist durch 

Für die Gültiglieit dieser Ent Wickelung, welche nns den 
unabhängige Yariabeln ausgedehnten Taylor'schen Satz darst«l 
nnn offenbar die Bedingungen: Die Function i<'(aj, ffi ^i ■■■) " 
jeni^en Umgebung der Stelle (x, n, e, ■■■), iu welche die St< 
ll + k, e-hl, ■--) fällt, endlich und stetig sein nnd das glelcl 
ihre Ableitungen gelten. Damit dann die Ta;lor'sche Reihe co 
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noeh erforderlich, dass mit anbegrenzt wachsehdeni n der Best S^ dem 
absoluten Betrage nach kleiner werde als jede beliebig kleine positive Zahl, 

. ♦ * 

Von diesen Bedingungen darf noch diejenige hinsichtlich der Ableitungen 
von u ersetzt werden durch die einfachere, dass alle Ableitungen bis zur 
Ordnung n — 1 einschliesslich endlich und stetig sein müssen, dass aber 
die Ableitungen n^^ Ordnung nui! bestimmte Werthe an der betrachteten 
SteUe zu haben brauchen. 

Uip nun aus de^ gegebenen Taylor'schen Entwickelung die Maclaurin- 
sch^ herzuleiten, müssen wir in jener or, ^, ^, . . . Null setzen und dann 
weiter in, .y, jer, • . , fin SteUe von jÄ, ä, Z, ... schreiben. Zeigen wir dann 
durch den Index Null noch an, dass. die Variabeln in der mit dem Index 
behafteten Function uild nach Ausführung der betreffenden Operation gleich 
Null zu setzen sind; und ebenso durch den Index 6, dass in entsprechender 
Weise 0^, 6^, 6;?, ... anstelle von x^ y^ z^.*^* tretei^ soll, dann schreiben 
wir die Maclaurin'sche Beihe ffLt'Mne Function ü{x^ y, /, >..) mehrerer Va- 
riabein in folgender Gestalt: 

(!bu\ , (du\ ^ (du\ 

2 



+ 4r(4l^)o+KS)o-*''(l!)o) 



1 V^ \dx)o \dyJo \8«/o/ 



^- = i(K^).'^K^).^'(S).) ■ 



Als Anwendung möge d^r Euler'sche Satz über die homogenen Func- 
tionen hergeleitet werden. Es sei also 

fix, y, ^, . . 

eine homogene Function n^^^ Grades ihre Argumente. Dann ist nach der 
in Capitel VI gegebenen Definition 

f(x 4- ajr, y -4- ay, ^ -h ajer, . . .) = (1 + a)* f{x, y, e, . i .)• 

Entwickeln wir beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von a^ so 
kommt links 
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f{x -4- aa?, y -4- ay, je? + a^er, . . .) = /"(a?, y, z, .. .) 

+ 

and rechts 

(H-(xf/*(a?, ^, z, ...)^nx,yyZ, . ,.)/l-+-wa + (^J a» +••• j 
wo die Reihe in der Klammer convergirt, wenn man 

* . ..... • ' . 

|a| <:i 
annimmt 

■ 

-. :-y^Fgleich«n ^ in diesen beiden Entwiekelnngen die Glieder, welche 
sleiehe Potenzen von « enthalten, so kommt 

Die erÄte ßleichung ist die Enler'sche, aus der, wie in Capitel VI 'bemerkt, 
die folgenden sich als nothwendige Consequenzen ergeben. 
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Elemente der Theorie der Maxima und Mbüma. 

§1- 

Wenn eine Fonction f(jc) der reellen Variabeln x an der Stelle w^=^ st^ 
die Eigenschaft hat, dass in einer endlichen aber beliebig kleinen ümgebang 

dieser Stelle überall, also für alle 

I Ä I < e, 

ist, so sagen wir, dass die Function f{x) an der Stelle x^^Xq ein Maxi- 
mum besitze. Und ganz entsprechend besitzt die Function f(x) an der 
Stelle x=iXQ ein Minimum, wenn für eine beliebig kleine aber endliche 
Umgebung von Xq^ 

(a?o — e', Xq -h e') , 
überall, also für alle 

I Ä I < e', 

axo±h)>f(ixo). 

Nun ist nach Cap. m, wenn f^x) in dem Intervall (xq, Xq + h) stetig und 
endlich ist, oder wenigstens in diesem ganzen Intervall existirt und einen 
bestimmten Werth hat, immer 

n^o 4- Ä) - axo) = hfixo + OÄ), 

woraus sich ergiebt, dass die Function f(x) an der Stelle Xq nicht anders 
vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt vom Abnehmen zum Wachsen 
übergehen kann, als indem an dieser Stelle ihre erste Ableitung ver- 
schwindet. 

Es wird also sein 

f(xQ) = Maximum oder Minimum, 
wenn 
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Damit ist aber die Frage noch nnentschieden , welcher von beiden aasge« 
zeichneten Werthen nnn an der Stelle x=sxq wirklich eintritt. Um dies 
anfimklären, nehmen wir an, die Fanction f(x) sei in der Umgebung 

durch die Taylor'sche Beihe darstellbar. Dann kann immer eine Grenze k 
so gefunden werden, 

|Äi <£, 

dass für alle Werthe h'<h, 
wo 

I -^2 I "<^ ^' 



bleibt und ^ eine beliebig kleine Grösse ist. 
Wenn nun 

so fahren wir die Entwickelung um ein Glied weiter, so dass also 

ist, wo wieder 

I J^a I < ^"» 



und 6" eine beliebig kleine Grösse ist Demnach wird also jetzt 

das Vorzeichen wechseln mit f"(xQ) für alle Werthe von h\ die die Be- 
dingung erfüllen 

A' I < I Ä I < e. I 



Es wird also f(xQ) ein Maximum oder ein Minimum sein, je nachdem 

r(»o)<o, 

oder 

r(^o)>0. 

Betrachten wir gleich noch den allgemeinen Fall, in dem die n — 1 
ersten Ableitungen der Function f(x) au der Stelle x = Xq verschwinden, 
die n^ aber nicht. Dann ist also 

und die Taylor^sche Beihe giebt folgende Darstellung 

i2 I <: 8^**^ 

n — 1 I 
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.Weiio> nun hier n. eine ungerade Zahl^ ist, 4ann wechselt die Diffisrenz 
f(?Poi^¥)':^f(P^) i^^ Vorzeichen, mit ä', nndvcs findet weder ;MaTimiiTn 
noch Minimum statt. Ist aber n^gerad«; «o wpl' diese IMSsrenz ihr. Yoct 
zeichen nicht ändern, wenn A' vom Negativen ins Positive übergeht Und 
es wird dann also f(xQ) ein Maximum oder ein Minimum sein, jenachdem 

/^"^(a?)<:0 oder /^"\a:o)>0. _ ' . . . : 

Die noth wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass eine Func- 
tion f{x) an der Stelle x = Xq ein Maximum ode; Minimum besitze, ; ist ^ie^ 
dass die erste ihrer Ableitungen, welche für x=^x^ nicht mehr yerschwindet, 
von gerader Ordnung sei; Und es fiiidet dann ein Maximum oder Minimum 
statt, jenachdem diese Ableitung, für x^=^Xq negativ oder positiv wird. 

, . % t, - ... 

•• ^ §-2. ' ' ..: ■' ' 

In den Anwendungen stellt sich die Aufgabe nun meist so, dass eine 
Function f(x) gegeben ist und nach dem Werthe Xq gefragt wird, für den 
sie ein Maximum oder Minimum wird. Man wird dann die Reihe ihrer 
Differentialquotienten bilden und zunächst die Gleichung 

auflösen. Ist dann eine Wurzel x' dieser Gleichung so beschaffen, dass die 
erste Ableitung von f{x\ welche für x = x' nicht verschwindet, von gerader 
Ordnung, f^^^\x)i ist, öo ist f(x') ein Maximum oder Minimum, jenachdem 

/^^'•V) < oder r-^^^') > 0. 

Man wird also im Altgemeinen mehrere Werthe von «finden, für die f(x) 
einen ausgezeichneten Werth erhält, solange nichts festgesetzt wird über 
das Intervall, in dem x genommen werden soll. 

Betrachten wir als erstes Beispiel die elementare Aufgabe, eine Gerade 
so in zwei Theile zu theilen, dass das aus ihnen construirte Bechteck den 
grössten möglichen Inhalt hat. . 

Wenn die Gerade die Länge a hat, so theüen wir sie in die beiden 
Strecken x und a — x. Dann ist der Inhalt des fraglichen Bechtecks 

f{x)=^x(a — x). ' \. 

Aus 

/•'(Ä;) = a — 2a;==0 
folgt 

und dieser Werth bedeutet ein Maximum von fix), da hier überhaupt 
f'(x)<0. Wir finden also wieder die bekannte Thatsache, dass das 
grösste Bechteck aus den Segmenten einer Geraden das Quadrat ist, welches 
man über der halben Geraden errichten kann. 
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Wenden wir nns zur Verallgemeinerang dieses Problems und betrachteii 
die Function 

* . ; i ' ■ _ . K. . ' . . - 

wo a posiÜY ist und m^ n positive ganze Zahlen bedeuten, die grösser als 
die Einheit sind. Man hat hier • , _ . 

Diese Function verschwindet zunächst f&r jt = 0, dann für weiter wachsen- 
des X auch noch für 

am 

x=i a^ x^= 



m-hn 

Die zweite Ableitung ist 

/*' (ar) = (m — 1) x" - *(a — x)"'^ (am — {m + n) x) 

— (« — 1) «•"■"/ (a — xy-^am -^(m-hn) x) 

BJBttäbhteu' wir^ zunächst den Werth 

am 

a? = — - — , 

80 sehen wir, dass für ihn 

Die gegebene Function hat also für diesen Werth von x ein Maximum» •t'ür 
die beiden anderen Werthe 

x = 0^ x^^a^ 

für die noch ausgezeichnete Werthe von f(x) existiren müssen, verschwindet 
auch f'(x). Wenn wir also nun, unter Berücksichtigung der Formel für 
die Differentiation eines Productes bilden 

/<'»)(a-) = ml(a — a?)" — mw(w— l)!a?(a — ic)""*H 

4- (— ir(n — 1) • . . (« — m l)x'^ , 
so ergiebt sich 

also ist f(0) ein Minimum, wenn m^==:2r^- d.h. eine gerade Zahl» > Ist < 

i» = 2r + 1, 

80 findet an der Stelle x^^o überhaupt kein ausgezeichneter Werth für 
/^l?^ st^t. ::^i?aaog:ha?^ : . .: , . : .; 

.1 -I- (— \Tm{m — 1) • • . (m — n) (a — a?)". 
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Es ist also 

sodass also auch an der Stelle ^ = a die Fanction f{x) ein Minimnm be- 
sitzt, wenn 

d.h. gerade ist. < — 

Endlich wollen wir hier auch noch die Fanction 

ans vorigem Capitel untersnchen. Es ist 

log y =s a? log a? 
und somit 

l^-log^ + l. 
y dx "^ 

Eine neue Differentiation giebt 



p dx^ y^\dx) X 



Der Werth von x^ far den die Fanction ein Maximam oder ein Hinimum 
erreichen kann, bestimmt sich ans 

dx 

•oder 

log a? + 1 =s 0, 

d. h« es ist 

1 
a? = — • 
e 

Für diesen Werth von x wird nach obigem 

y dx^ ' 



also 

d^y 



0, 



dx^ ' 
-da y positiv ist. Die Fanction 

hat also an der Stelle x^s^e^^ ein Minimom. 

§3. 

Wenn die Fnnctionen von x^ nach deren Maxitnis and Hinimis wir 
^agen, implicite gegeben ist, also darch eine Gleichung 

/•(«, y) = 0, 1. 
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80 bestimmt sich ihre Ableitung bekanntlich aas 

dy dx 

dx'^ W' 

dy 
sodass also hier 

dl 

dy 

die Bedingung fOr das Eintreten eines Maximums oder Minimums der Func- 
tion y ist. Die gemeinsamen Lösungen (xq^ y^^ {x^, ^i), . . . der Gleichungen 
1 und 3 liefern dann die Werthe you x^ fiir welche y einen ausgezeichneten 
Werth erhält. Dabei setzen wir voraus, dass 

für die angegebenen Werthsysteme. 

Das Verhalten in Bezug auf Maximum oder Minimum der Function y 
in einem Puncto, wo zugleich 

wird nun zunächst aus den Vorzeichen der zweiten Ableitung zu bestimmen 
gesucht werden. Nun ist nach Capitel VI 

da?» 
und da 



, 'g ay dy dHjdyW dfd^y_ 
'^ dxdydx'^ dx^ \dx) "^ dy dx^ " ' 



80 wird man, wenn 



endlich sind, haben 



dx "' 

d^f 8V 

dxdy dy^ 

d^t 

d^y 8 a?2 

~dx^'^~~~dr' 



dy 

Das Vorzeichen dieses Ausdruckes bestimmt dann, wie oben, ob ein Maxi- 
mum oder ein Minimum der Function y eintritt. Sollte 

d^y_ 



dx^ 



= 



sein, 80 wird man nach den in § 1 dargelegten Grundsätzen zur Bildung 
der ferneren Ableitungen von y schreiten. 
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Ist z. B. y gegeben durch 

80 ist 

1 df 



1 df 

2"gT = «12« + a22^- 



Die Elimination von y ans 



«rgiebt, wenn 



also 



/(^,y) = o, ^/=o 



«11 



c 1 1- 



nnd als zugehörige Werthe von y 



^:==F|/_:^ 



und f&r diese Werthe ist 






Danach wird für den gefundenen Werth von x 

d'^y _<h 1 -«12 , <^i\' 



Es ist also ^ ein Maximum für 



* A 



\ « * 



X 

und ein Minimum für 

X 



— — fl i/ ^00 



I ^ 1/ ^00 



Sind die Coeficienten der Function f(x, y) reelle positive Zahlen, so sind' 
diese Werthe von x und die zugehörigen von y auch reelle Zahlen, sofeme 

A<0, 

also ■ .. ' 

3' r * -. " 
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Ist aber 

A=.0, 

SO wird 

f(jß^y)^{]/ä^i'X'^ l/öäj-yy •+-öoo> 

sodass die Definitionsgleichang für y sich also rednciren lässt auf die 
lineare Gleichung 



Die Frage, ob und an welcher Stelle x hier ein MATimmn von y eintritt» 
möge der üeberlegong des Lesers zum Entscheiden überlassen werden. 
Als zweites Beispiel sei gegeben die durch 

f{Xj y)^y^'- Saxy -h «» = 

definirte Fnnctioii ^, wo a eine gegebene Constante ist. Man findet hier 



Eliminiren wir y aus 

so kommt 

mit den Wurzeln 



3öy 



=- «» Qyg^ 



nx,y)^0, 1^ = 0, 



a?6— 2a»a;» = 






Hierzu gehören die Werthe 

8.— 

y = und ys=ay4. 

Das System 

a?=«0, y^O 

kann aus der Betrachtung ausscheiden, denn für diese Werthe Terschwindet 

^; dieselben entsprechen also keinem Maximum oder Minimum. Dagegen 

erkennt man leicht, dass das zweite Werthepaar 

3 8 

ein Maximum der Function y darstellt, denn es ist dann 

d^y ^ ^x^ ^ ~2a; ^ 2 
dx^ df y^ — ax a 

GraTelins, DUbrentialreclmimg. X7 
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also 

^^'^ ^0, da a>0 



Die Ausdehnung der hier angestellten Untersuchung einer impliciten 
Function auf den Fall, wo w + 1 Variabele durch n Gleichungen mit ein- 
ander verbunden sind, und die Maxima oder Minima irgend einer dieser 
Yariabeln bestimmt werden sollen, ist nach demselben GedankengaDg za 
vollziehen. Zur Herleitung der Formeln wird man sich dabei des in 
Cap. VI Gegebenen zu erinnern haben. 



§4. 

Wir wollen noch Einiges geben über die Bestimmung der Maxima und 
Minima einer Function zweier unabhängiger Variabein. In Erweiterung der 
im § 1 gegebenen Definitionen werden wir hier sagen: 

Eine Function f(x, y) zweier unabhängiger Variabein hat an der Stelle 
ic = ajo» y^^^Vo ^^^ Maximum, wenn in jeder endlichen aber beliebig kleinen 
Umgebung dieser Stelle 

{Xq — 8, iCo + e; I/o — TTJ, y + 7)), 

also für 

|/* |<e, |Ä| <:tj 

stets 

f{xQ 4- h, yo + ^) — /"(a^o. ^o) < 

bleibt und zwar auch für alle Werthe, welche das Verhältniss h\k an- 
nehmen kann. 

Ist jene Differenz in derselben Umgebung und unter denselben Be- 
dingungen aber stets positiv, so hat ({x, y) an der Stelle {x^y y^) ein 
Minimum. 

Wenn wir uns auf den Fall beschränken, dass die gegebene Function 
nach der Taylor'schen Eeibe entwickelbar ist, dann haben wir also 

/■(^o 4- Ä, ^0 + ^) — /'(^o» Vq) ^y^i'^^^) 



+ -77 






wo der Index Null an den Klammern rechts darauf hinweist, dass nach 
Ausführung der angezeigten Differentiationen a; = a;o? V^Vo zu setzen ist. 
Da nun, falls die Stelle {x^y y^) ein Maximum oder Minimum der Function 
f hervorbringt, in der ganzen Umgebung dieser Stelle die Differenz 

f(xo + Ä, y^ + Ä) — f(xo, yo) $ 

sein muss, so ist die nothwendige Bedingung für das Bestehen eines 
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Maximams oder Minimams an dieser Stelle, sofern die zweiten Ableitungen 
endliche bestimmte Werthe haben, 



\ dx dyjQ ' 



d. h. aber, da diese Belation für alle in Betracht kommenden Werthe von 
A, k stattfinden soll, 



C-i)=»' (Ki-- 



Anf Grund dieses Ergebnisses kann auch gesagt werden, die Function 
f(x, y) besitzt an der Stelle {xq^ y^ ein Maximum oder ein Minimum, 
wenn an dieser Stelle ihr erstes totales Differential verschwindet: 

ox oy ^ 

Setzen wir nun weiter zur Abkürzung 

so wird, falls {x^y y^ eine Stelle ist, an der die Function fix^y). einen 
ausgezeichneten Werth besitzt 

f{Xo + h,yo-i-Jc)- /Xxo, yo) = ^(J^ä2 + 2Nhk 4- Mk^) 4- E, 

wo also in der ganzen Umgebung von (xQ^yo) 



und 6 ein Unendlichkleines zweiter Ordnung ist. Und es wird nun auf das 
Verhalten der Form 

Lh^'^2Nhk'hMh^ 

ankommen, ob überhaupt ein ausgezeichneter Werth von f^x, y) für (xq^ y^ 
stattfindet, und ob er ein Maximum oder ein Minimum ist. Ist diese Form 
für alle in Betracht kommenden ^, k positiv, so findet ein Minimum, ist 
sie für alle diese Werthe negativ, so findet ein Maximum statt. Um sich 
über diese Dinge klar zu werden, ist aber eine nähere Untersuchung noth- 
wendig. Setzen wir zunächst voraus 



Dann läsat sich schreiben 

2> = Xä2 + 2^ÄÄ; + Mh^ = -^ [(Xä 4- Nk)^ 4- (XiW— N^)k^ 
Wenn nun hier 

17* 
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so findet weder Maximum noch Minimum statt, denn dann ist der Klammer- 
ansdmck positiv, wenn A;=sO, und negativ, wenn 

wechselt also innerhalb der betrachteten Umgebung sein Zeichen. 
Ist dagegen 

so ist der Elammerausdruck für alle in Betracht kommenden h^ k positiv, 
die Form D hat also das Vorzeichen von L und es findet somit ein Maxi- 
mum statt, wenn L<:0, ein Minimum, wenn X>-0 ist. 
Wenn 

Lilf— ^» = 0, 

dann wird D zwar sein Vorzeichen nicht ändern, aber es wird ver- 
schwinden, wenn 

Lh + Nk^O. 

In diesem Falle bleibt es noch unentschieden, ob für ^«s^^, ^ss^^ die 
Function f einen ausgezeichneten Werth annimmt und es müssen zur 
weiteren Untersuchung die Glieder höherer Ordnung aus B herangezogen 
werden, analog wie im Falle einer einzigen Variabein. 
Sei nun endlich 

X«0. 
Dann wird 

sein, jenachdem 

-^$0 oder N=^0. 

Im ersteren Falle giebt es überhaupt kein Maximum oder Minimum, denn 

D^^Nhk + Mk^ 

wird entweder gleiches oder entgegengesetztes Zeichen mit k haben, je- 
nachdem wir 



2N 

nehmen. Im zweiten Falle ist 

D = 0, 

und das Verhalten der Function f(x^ y) an der Stelle {Xq^ y^) ist wieder 
nur durch Heranziehung der höheren Glieder von R zu entscheiden. 

Fassen wir zusammen, so ist also zunächst für das Bestehen eines Maxi- 
mums oder Minimums von f{Xj y) im Puncto {xq^ y^) nothwendig, dass 



GiO-«- mr"' 
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and es sind dann folgende vier Fälle möglich: 

Minimum, wenn ^^ j > und ^—j^^^j - ^^_^j^ >0, 

Maximum, wenn ^g^,j^<: und ^_^J^^_,j^- ^^-^j^ >0, 

weder Maximum noch Minimum, wenn \~^~t] xjri] — \ä — ä~) ^^» 

anentschieden, ob Maxim, od. Minim., wenn [tt-A (-5-91 — (0—0—1 = 0. 

Ein Beispiel werden wir im nächsten Capitel bei der Untersuchung der 
Systeme yon Baumgeraden finden. 

§5. 

In den Anwendungen tritt besonders häufig der Fall auf^ dass nach 
dem Maximum oder Minimum einer Function mehrerer Yariabeln f{x^ ^9 ^, • • •} 
gefragt wird, während zugleich noch eine gegebene Anzahl yon Bedingungs- 
gleichungen 

9(a?, y, iflf, ...) = 



durch diese Variabein befriedigt werden soll. Die Maxima und Minima von f^ 
die unter solchen Bedingungen stattfinden, nennt man relative Maxima und 
Minima; relativ, weil die Veränderlichkeit der unabhängigen Variabein hier 
auf einen bestimmten Bereich überhaupt beschränkt ist. 

Auch bei einer Function einer einzigen Variabein x kann man in diesem 
Sinne Ton relativen Maximis oder Minimis reden, wenn man nämlich die 
Veränderlichkeit von x auf ein bestimmtes Intervall (a, h) beschränkt. In 
diesem Falle wird es zunächst möglich sein, dass die den Endpuncten des 
Intervalls entsprechenden Functionswerthe Maxima bezw. Minima sind. Aber 
auch im Innern des Intervalls können noch ausgezeichnete Werthe auftreten. 
Um die Frage zu erledigen, wird man also auch noch diese letzteren etwaigen 
Maxima und Minima aufzusuchen haben und sie mit den Werthen /*(«), fQ>) 
zasammensteUen; also etwa folgende Beihe erhalten 

fWi /*(^l)i /'(ä?2). •••» f(J>)> 

Der grösste dieser Werthe (das Maximum Maximorum) bezw. der kleinste 
(das Minimum Minimorum) ist dann das relative Maximum bezw. Minimum 
von f{x) in Bezug auf das Intervall (a, 5). 

Um den Fall mehrerer Variabein zu erledigen, beschränken wir uns 
auf die Betrachtung einer Function von vier Variabein 

f(x, y, t, 0» 
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deren Maxima und Minima bestimmt werden sollen, wenn zugleich die zwei 
Bedingnngsgleichnngen bestehen 

^{x, y, z, t) = 0. 

Ans letzteren denken wir z^ t in Function von x, y berechnet und in f ein- 
gesetzt, wodurch erhalten wird 

f{x, y, z, t)^F(x, y). 

Soll niln F ein Maximum oder Minimum werden, so muss zunächst also 

dx ^ dy 

sein, wenn wir wieder den Fall ausschiiessen, wo diese Ableitungen unstetig 
werden, die Function also nicht nach der Taylor'schen Beihe entwickelbar 
ist. Nach obigem können die beiden letzten Gleichungen zusammengefasst 
werden in c?jP=0, was hier giebt 

ox oy ^ dz dt 

und wo unter dz^ dt die aus den Gleichungen 

üx ov ^ dz dt 



dy 

Päa^ + Pa^ + y^a^ + lldt^o, 

dx dy "^ dz dt 



% 



berechneten Werthe zu verstehen sind. Wir haben also dZy dt aus den 
Gleichungen 1 und 2 zu eliminiren und in der resultirenden Gleichung die 
Coefficienten von dfo; und dy einzeln gleich Null zu setzen, um die Stellen 
(a;, y) zu finden, für welche F(x^ y) «= f{x^ y^ g^ t) ein - Maximum oder ein 
Minimum wird. Die angezeigte Elimination fähren wir nicht direct, sondern 
einfach so aus, dass wir die erste Gleichung 2 mit X, die zweite mit ft mul- 
tipliciren und beide zu 1 addiren. Es kommt so 

und die Elimination ist erreicht, wenn wir X, \l so bestimmen, dass 

dz dz ^dt 

3 

dt^^Vt-^^di^^' 
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Setzen wir dann noch 



dx dx dx 



4. 



dy dy ^ dy 

so bestimmen die Gleichungen 3 und 4 in Yerbindnng mit 

9(a;, y, z, t) = 0, +(a;, y, z, = 

die sechs Grössen x^ y, z^ t^ X, fx; und (a?, y) ist dann die Stelle, an der f 
einen ausgezeichneten Werth erhält. 

In der Anwendung wird man also gleich von der Function 

ausgehen, ihre sämmtlichen ersten Ableitungen gleich Null setzen und die 
Gleichungen <p = 0, ^ = heranziehen. Die Ausdehnung auf mehrere Va- 
riabele ist leicht zu bewerkstelligen. 

§6. 

Als Anwendung betrachten wir eine Aufgabe, die für das Problem der 
Hauptaxentransformation der Flächen 2. Grades und für die Bestimmung 
der Hauptträgheitsaxen eines starren Systems von Wichtigkeit ist. Wir stellen 
dieselbe hier so: 

Die Maxima und Minima des Quotienten 

9 «115?^ + «22^^ + «13 z^-h.2a^2xy -\- 2aL^^yz-\' 2(ii^xz 

zu bestimmen, wo fj 9 homogene Function zweiten Grades sind. 

Da der Werth dieses Quotienten nur von den Verhältnissen der Varia- 
bein abhängt, so können wir annehmen, dass deren absolute Beträge so 
gewählt seien, dass 9=1. Dann handelt es sich also darum, die Maxima 
und Minima von f zu finden, wenn gleichzeitig die Bedingungsgleichung 

9—1 =0 

erfüllt ist. Nach vorigem Paragraphen haben wir also die Grössen x, y^ z, X 
zu bestimmen aus 

9 — 1=0 

ox dx oy oy dz dz 

Die Ausführung der Eechnung ergiebt: 

(«11 -4- Xaji) X -+- (^12 -+- Xttjg) y -h («13 + ^«13) ^ = 
(«12 4- Xai2)ir-f- (a22 + ^a22)yH-(^3-+-^°^3)^ = ^ 1- 

(«13 + Xais) ^ + («23 + ^«23) 3^ -»- («83 + ^«33) ^ = 0. 
Die Determinante dieser Gleichungen ist Null , da wegen 9 = 1 nicht 
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^9 ^9 ^ gleichzeitig verschwinden können. Aus 1 and der Oleichnng 9 = 1 
wird man also die gesachten Werthe x^ y^ z finden könnea. Nan ist nach 
Ealer's Satz 

^f ^^^f ..^^f .^9f 

maltipliciren wir die letztere Gleichang mit X und addiren zar ersten, so 
kommt, wegen der Bedingangsgleichungen för das Bestehen eines Maxi- 
mums oder Minimums von f\ 

2/'+29 = 0, -f X. 

Nun kann man offenbar setzen 

\ «11 «11 / 
wo (pi die Form hat 

und 9i wiederum kann dann in die Form gebracht werden 

sodass also 9 als Summe dreier Quadrate, jedes multiplicirt mit einer reellen 
Zahl, erscheint. Wir nehmen an, dass 

«11 >0, ßn>0, 733 >Ö; 

und dies ist offenbar die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, 

dass 9 für alle 

a;>0, y>0, £;>0 

positiv und von Null verschieden ist. Dann werden aber die absoluten 
Beträge von o?, y^ immer endlich sein, denn es muss offenbar jedes der 
drei, also stets positiven, Glieder von «p für sich ^ 1 sein. Die entsprechen- 
den Werthe von f werden somit auch endlich sein; und es wird daher im 
Bereiche des so abgegrenzten reellen Werthsystems (x^ y, z) wenigstens 
ein Maximum oder Minimum von f vorhanden sein. 

Sei nun (%, ^q, Zq) eine solche Stelle, für die f einen ausgezeichneten 
erhält, und Xq der zugehörige Werth von X. Wir setzen dann 

y^yQf\-\-'"^'f\ 4-w'C 

wo S, T], C neue Yariabele bedeuten, und die Grössen m, n» . . . so gewählt 
sind, dass die Determinante 
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£q^ m , n 



0. 



Den Werthen Xq^ Pq, 0qj die das Maximam oder Minimam von f hervor- 
bringen, entsprechen also die Werthe 

5 = 1, 71 = 0, C = 0, 

nnd die Functionen /*, 9 sind auch nach Aasföhmng der Transformation 
homogene Functionen 2. Grades. 

Nach Ausführung der Transformation wollen wir dann an Stelle von 
£, ir), C wieder x^ y^ z schreiben und auch die Coefficienten der durch die 
neuen Yariabeln ausgedrückten Functionen f und <p wieder wie vorher mit 
%i9 •••9 ^11) ••• bezeichnen. Dann ist also für 

a?=l, y = 0, jer = 0, I^Iq 
— SB Maximum 

^=1. 

Somit wird a^^ssl, und da die Gleichungen 1 f&rdas Maximum erfüllt 
sind, auch femer 

aii-t-Xo = 0, aij-+-Xoai3 = 0, au + Xoaij — O. 

Wenn wir daher jetzt zur Abkürzung einführen 

so kommt 

9 = X^ H- <Pi 

^^ ?i9 f\ homogene Functionen von y und z sind, deren erste mit Aus- 
nahme der Stelle ^^=0, z^=^0 positiv ist. 

Wenden wir dann auf <pi, f\ das gleiche Verfahren an, wie auf cp, /*, 
so werden wir analog erhalten 

(Pi = r> -t- <?2 

wo 93 und f^ nur noch z enthalten, aber homogene Functionen 2. Grades 
sein müssen, also die Form haben ß^r^, 7^^. Setzen wir daher noch 



.--■' ^ 



so wird 

und somit endlich 



^ß=Z, |=-x„ 



(p = X2-hr2-hZ2 

/* = — XoX» — XiTa — XgZ». 2. 

Dies Ergebniss liefert den wichtigen Satz: 
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Sind zwei homogene Functionen 2. Grades gegeben, deren 
eine stets positiv ist, so ist es immer möglich, eine lineare 
Transformation der Variabeln so zu finden, dass die Darstel- 
lungen der gegebenen Functionen durch diese neuen Variabeln 
die Producte der letzteren nicht mehr enthalten.*) 

Hat man aber f^ 9 auf solche Form gebracht, so wird die Gleichung 1 
für k die folgende Gestalt erhalten 



— Xo + X, 0, . 0, 

0, — Xi + X, 0, 
0, 0, — X2 + X 



= (X-Xo)(X-Xi)(X-X2) = 0. 



Diese Gleichung hat also die drei reellen Wurzeln Xq, X^, Xg. Die Glei- 
chung 1 für X hat also stets drei reelle Wurzeln. 

Aus 2 erhellt, dass die grösste der Wurzeln Xq, X^, X^ den Quotienten 

f 



zum Minimum macht, während es für die kleinste ein Maximum wird. Die 
der Grösse nach in der Mitte liegende Wurzel X giebt weder ein Maximum 
noch ein Minimum. 



*) Vergl. meine Theoretische Mechanik starrer Systeme (Berlin. G. Reimer. 1889) 
Cap. VII und XII. 
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Anwendangen auf die Geometrie^ 

§1. 

Werden unter x^ y die Coordinaten eines Punctes in der Ebene ver- 
standen, 60 ist 

/•(^, y) = 

die allgemeinste Form für die Gleichung einer ebenen Gnrve. Die Curve 
heisst eine algebraische, wenn f{x,y) «ine ganze rationale Function sowohl 
in Bezug auf ^, wie in Bezug auf x ist. Wenn n die höchste Potenz ist; 
in der eine der beiden Yariabeln in f yorkommt^ so heisst die Curve von 
^t€m Grade oder von w*«^ Ordnung. Ist f{x, y) nicht eine ganze rationale 
Function von x^ y und kann sie auch nicht auf solche Form gebracht 
werden, so heisst die entsprechende Curve eine transcendente Curve. 

Handelt es sich um eine algebraische Curve, so ist der Ausdruck von 
/*(a?, y) ja leicht zu übersehen. Ist dagegen die Curve transcendent, so 
wollen wir doch immer voraussetzen, dass die Function f so beschaffen ist, 
dass sie im Allgemeinen, also höchstens mit Ausnahme einer endlichen An- 
zahl von Stellen (a?, y), eine Entwickelung nach der Taylor'schen Reihe 
zulässt. 

Dies festgesetzt, wollen wir nun überhaupt unter einem regulären 
oder gewöhnlichen Punct einer Curve (gleichgültig, ob sie algebraisch 
oder transcendent ist) einen solchen verstehen, für dessen Coordinaten die 
sämmtlichen Ableitungen 

ö/; 8/; öY ay 

dx dy dx*^ dxdy 
endliche und bestimmte Werthe besitzen, und für den nicht gleichzeitig 

dx ' dy 

Wird dagegen für ein Werthsystem (x^ y) irgend eine der Ableitungen un- 
endlich oder unbestimmt, oder verschwinden für dieses System gleichzeitig 
die beiden partiellen ersten Ableitungen von /*, so heisst der Punct (a;, y) 
ein singulärer Punct der Curve. 
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Die Natur eines Panctes der Garve ist vom Coordinatensystem unab- 
hängig, d. h. der Pnnct bleibt ein ^ewolmUclier bezw. ein sti^lärer aach 
nach jeder Coordinatentransformation. In der That, wenn wir za einem 
neuen System von Goordinaten o/, y' übergehen durch die Substitution 

so wird zunächst die Gurvengleichung 

f(ax' 4- 61/ + c, a^x' -h ftjy' 4- c,) = f^ix^, y') = 
und es ergeben sich folgende Ausdrücke für ihre partiellen Ableitungen 

öA _ ö/- ^ 8/* 

^y'^^^x^^^hy 
» 

d. h. die Ableitungen von /\ in Bezug auf die neuen Yariabeln erscheinen 
als lineare Functionen der Ableitungen von f in Bezug auf die ursprüng- 
lichen Veränderlichen. Sie werden daher ebenso wie die letzteren endlich 
und bestimmt sein. Und wenn gleichzeitig 



80 ist auch gleichzeitig 






§2. 

Sei nun (po^ y) ein gewöhnlicher Punct der Curve und (E, t)) ein ihm 
unendlich nahe liegender. Dann ist identisch 

und wir können der gemachten Voraussetzung zu Folge rechts nach Taylor- 
sehen Beihe entwickeln. Wir erhalten 

Da nun (S, iq) und {x^ y) Puncto der Gurve sind, so ist 

«e, ^) = 0, f{x, y)^0 
und es ergiebt sich 

Die Grössen (5 — x) und (t) — y) sind Unendlichkleine von der ersten Ordnung, 
It^ aber ist von der zweiten Ordnung in Bezug auf diese Grössen. Da nun 
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ferner die beiden ersten partiellen Ableitungen von / nicht gleichzeitig ver- 
schwinden, so können wir in erster Annäherung die Corvengleichang anf 
die Form rednciren 

(5_^)|^ + (,_,)|^«0, L 

woraus wir ersehen, dass eine Cur?e in einer unendlich kleinen Umgebung 
eines gewöhnlichen Punctes mit einer durch die letzte Gleichung gegebenen 
Geraden zusammenfällt. Es ist nur ein anderer Ausdruck, wenn wir sagen, 
dass diese Gerade durch zwei unendlich nahe Puncto der Curve geht. Die 
durch Gleichung I definirtr Gerade heisst die Tangente der Curve f(x^ ^) ss Q 
im Puncte (^, y). 

Wenn wir noch annehmen^ dass 







8y' 


^"> 




so lässt sich I auch 


so 


schreiben 


8/ 








ri-y^ — 


8y 


•X), 


Es ist aber 




dx 

df 


dx 
^ dy 





dy 

wenn wir uns die Gleichung f(x^ y) ^=0 nach y aufgelöst denken, sodas» 
sie in expliciter Form erscheint 

Ist also die Curvengleichung explicit gegeben, so ist 

die Gleichung ihrer Tangente im Puncte (d?, y). Gewöhnlich wird diese 
Form der Tangentengleichung zuerst abgeleitet, und zwar durch eine geo- 
metrische Betrachtung. Sind nämlich (x, y), (:r + A^, ^ + A^) zwei 
Puncte der Gurre y = <p(rr), so ist, wenn 3, t) laufende Coordinaten be- 
zeichnen, nach einem bekannten elementaren Satze der analytischen Geo* 

metrie 

T) — y __ Ay 

5 — x äkX 

die Gleichung der durch die Puncte (x, y), (aj-t-Aa?, y + ^y) gehenden 
Geraden, die also eine Secante unserer Curve ist. Lässt man nun diese 
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Puncte näher and näher aneinander rücken und hat die. flunction y=^^{x) 
an der Stelle x eine endliche und bestimmte Ableitung, so ist 

,. Av dy 

hm x-^ = ^ 

llx dx 

und wir erhalten im Grenzfalle ^ wenn also jene beiden Curyenpuncte un- 
endlich qahe zusammengerückt sind, wieder die Gleichung der Tangente 
im Puncte (aj, y) in der Form 

IrJf-^ oder Ti~«/-^rE-a:^ 

Aus der Gleichung der Tangente folgt ohne weiteres diejenige der Nor- 
malen oder der Geraden, welche im Barührungspuncte senkrecht auf der 
Tangente steht, nämlich 



oder 






§3. 

In allen Untersuchungen, in denen es nicht auf die metrischen Eigen- 
schaften der geometrischen Gebilde, sondern nur auf ihre Lagenverhältnisse 
■ankommt, wird man sich vornehmlich der durch Möbius, Flücker und 
Hesse eingeführten homogenen Coordinaten bedienen.*) Ich definire 
dieselben allgemein so. Es seien 5, t; reelle Variabele, w, n, pi m', n% p'; 
m'\ n'\ p" reelle Zahlencoefficienten und p ein Proportionalitätsfaetor, sO 

sind 

a;j = p(wS 4-WT) H-2?) 

iP2 = p(w'S -+-w'7] -hp') 
•die homogenen Coordinaten des Punctes (x^ ^), wenn gesetzt wird 

X-\ Xo 

X = —^^ y = — ^. 
X^ Ä?3 

Die Gleichung der Curve geht dann über in 

f{x^,x^,x^)=0, 
yio f eine homogene Euucäon n^^ Grades ist 



*) Vergl. hierzu: Möbius, Der barycentrische Calcul (Ges. Werke Band I); 
Plücker, Theorie der algebraischen Curven; Hesse, Vorlesungen über die analyti- 
sche Geometrie der geraden Linie etc.; femer Salmon-Fiedler, Kegelschnitte; 
Idem, Algebraische Curven; und endlich die sehr klare Einleitung zu Durege's 
Theorie der ebenen Curven 3. Ordnung. 
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Sei nun (a;,, x^, x^) ein fester Punct der Curve, (Si, k^i £3) ^^^ variabler 
Punct. Jeder Punct, der auf der Verbindungsgraden von (x^, X2^ x^) und 
(^19 ^2) ^3) ^^^S^t h^^ ^6 Coordinaten 

wo X eine reelle Zahl ist. Soll nun dieser Punct (o^i + XE^, ... .) auch auf 
der Curve / liegen, so muss 

sein. Wir setzen nun voraus, dass die Bedingungen für die Entwickelbar- 
keit von /"nach der Taylor'schen Eeihe erfüllt sind. Dann erhalten wir 

WO E eine endliche Grösse ist. Da {x^ , X2j x^) und (a?i -f XS^, . . .) Curven- 
puncte sind, so reducirt sich diese Gleichung auf 

\ * dxi dx2 ox^J 



Setzen wir nun noch 



8/^ e/- . 8/'_ 



f?o stellt diese Gleichung eine Gerade dar, welche die Curve in den Puncten 
(a?!,...) und (a^i -4- X^i, . . .) schneidet. Gleichzeitig erhalten wir dadurch 
aber auch eine quadratische Gleichung für X, nämlich X^i2 = 0, welche 
zwei gleiche Wurzeln gleich Null hat, sodass wir also schliessen, dass die 
Gerade I die Curve /=0 in zwei zusammenfallenden Puncten schneidet, 
d.h. dass sie die Tangente im Puncto (xi, x^^ x^) ist. 

Vorausgesetzt war hierbei wieder, dass die Ableitungen 

^^0 l^$o l^^o 

und auch nicht im Püncte (x^, x^^ x^) unendlich oder unbestimmt werden. 
Ist diese Annahme erfüllt, so wollen wir nun (^1, £2» S3) ^^s festen 
Punct in der Ebene annehmen, und (x^, x^^ x^) auf der Curve /*= variiren 
lassen. Dann sind also die Ableitungen 

df df df 
dxi dx2 ' 8^3 

homogene Functionen (» — 1)*®^ Grades und wir haben den Satz: 

Zieht man von einem Puncto Tangenten an eine Curve n^^^ Ordnung, 

so liegen die Berührungspuncte derselben alle auf einer Curve (n — l)*er 
Ordnung. 
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Diese Ber&hrangspnncte liegen also gleichzeitig auf den Carven 

9(^1, a?2, 0:3)^ _i=0, 

wo durch den Index an der Klammer auf den Grad der Functionen f, <p 
hingewiesen ist Das System /*s=0, 9 = wird aber durch n{n — 1) 
Werthesysteme {xi, x^, x^) gleichzeitig erfüllt, wenn keine der Curven sin- 
gulare Puncte hat. Es wird also im Allgemeinen n(n — 1) Tangenten von 
einem Puncte aus an eine Curve n^^ Ordnung geben. Die Zahl der Tan- 
genten aber, die man Ton einem Puncte aus an eine Curve ziehen kann, 
heisst die Classe der Curve. Wir können also noch sagen: Eine Curve 
fitBT Ordnung ist im Allgemeinen von der n(n — l)*««» Classe. 

Wenn wir den Pnnct (Sj, ^^ £3), von dem aus wir Tangenten au die 
Curve f^^O ziehen, mit einem anderen vertauschen, der auf der Verbindungs- 
geraden von (Si , . . .) mit einem Curvenpuncte (xi, ., .) liegt, also S',- = £{ + I^^,' 
an Stelle von £,. einführen, so kommt wieder 



i'i 



da 



dXi 



r 



df 



Xi 



df 



X2 



df 



+ 5' 



df 



^ = 0, 



-*- x^ ^-^ = «/*= 0. 



'^ dx^ ' -^'^ dx^ ' "-» dxs 

Unser obiger Satz wird also auch richtig bleiben, wenn wir den Punct 
(£j, . . .) auf einer Geraden in's Unendliche rücken lassen, und wir sagen 
dann noch: Zieht man parallel zu einer gegebenen Richtung Tangenten 
an eine Curve n^^ Ordnung, so liegen die Berührungspuncte auf einer 
Curve (n — 1)**^'^ Ordnung. 

§4- 

Es sei nun M3R Tangente an eine 
gegebene Curve im Puncte 3f, dem 
die Coordinaten (Xj y) zukommen. Der 
Punct M' der Curve habe die Coordi- 
naten (ic4-Aa?, y-t-Ay). Dann hat 
also 3St die Coordinaten (a?-4- A^t;, J). 
Wir betrachten nun die Differenz 

3/ + Ay— r, I. 

die sich auch in der Form schreiben 

lässt 

Wegen der Gleichung der Tangente ist 

^ dz 
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sodass sich die eben bezeichnete Differenz in die Form bringen lässt 
Ist nnn y nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar, so haben wir 



^»-I-^-S't'-^. 



sodass also, wenn 










die Differenz I ein Unendlichkleines von der 2. Ordnung ist, and ihr 
Zeichen nicht ändert, wenn ^x das Zeichen wechselt. Die Curve verläuft 
daher vollkommen auf einer und derselben Seite von der Tangente in der 
Nähe des Berührungspunctes. 

Ist aber an der Stelle x^ also im Puncte M^ 



^_ 



so haben wir 



dx^ 



= 0, 



y 



+ Ay-r-Ay-^A. = ?^,^ 



dx 



dx^ 6 



-ßi» 



und wenn 



dx^ 



$0, 



so wird diese Differenz mit üx ihr Zeichen 
ändern, d. h. aber mit anderen Worten, 
die Curve wird in der Nähe des Berüh- 
rungspunctes zu beiden Seiten der Tangente 
verlaufen in der Weise, wie es in J, Fig. 4, 

V * • • • 

der Fall ist. Hat der Berührungspunct 
diese Eigenschaft, so heisst er ein W ende - 
punct oder Inflexionspunct. 
Nehmen wir noch allgemeiner an, dass an der Stelle x^ d. b. f&r den 
Punct M unserer Curve, 




Fig. 4. 



^^y — ft ^^y ^ 



d 



n — 1 



y -. 



dx'^ 



ii^=o, 



aber dass 



dx"" 



0. 



Dann giebt die Taylor'sche Beihe 






dx^ w 



Gravelius, Differentialrechnimg. 
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Wenn hier n = 2r, so wird die Differenz links ihr Zeichen mit ^x nicht 
wechseln, die Cnrve wird also auf einer und derselben Seite von der Tan- 
gente verlaufen. Ist aber « = 2r-4-l, so wechselt jene Differenz ihr 
Zeichen mit Hx und die Curve durchsetzt im Puncto (x, y) die Tangente, 
verläuft also auf beiden Seiten derselben, d. h. der Punct {x, y) ist wieder 
ein Wendepunct. 

§5. 

Betrachten wir noch einmal die Figur 3 und denken uns dort noch die 
Sehne MM' an der Curve construirt. Ihre L^nge sei Aj. Dann besteht, 
da M die Coordinaten {x, y\ M die Coordinaten (a?-HAa;, y -^ ^y) hat, 

die Belation 

A<j2 = Aa?2-hAy2. 

Dies können wir auch schreiben 



m- ' - (!!)■ 



Ist nun 

y = fix) 

die Gleichung der Curve MM' und die Ableitung f{x) in dem Intervall 
{Xy X + ^x) überall endlich und stetig, so ist auch 

dx Iix 

und wir finden weiter 



- (1-:)'= ■ - iW 



An der Grenze selber fällt aber die Sehne A(7 mit dem Differential des 
Bogens s der Curve zusammen, so dass wir also haben 

,2 



(£)■- ■ - m 



was nun auch wieder geschrieben werden kann 

ds^ = dx^ -\-dyK 

Sind x^ y als Functionen einer dritten unabhängigen Yariabeln gegeben, und 
sind die Ableitungen von ^, y an der Stelle t endlich und stetig, so ist 
auch (Cap. III) 

Wir sind also nunmehr in der Lage, für eine analytisch gegebene Curve 
das Differential des Bogens zu berechnen. Wie man hieraus die Länge eines 
endlichen Bogenstückes ableitet, ist Sache der Integralrechnung und wird 
uns im 2. Bande beschäftigen. Dort wird dann auch die Frage Erledigung 
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finden, wie zu verfahren ist, wenn in einzelnen Pancten eines solchen Bogen- 
«tückes die Ableitungen von x und y nach t unstetig oder unendlieh werden. 

Hier musiBte das Bogfendiffefenti&l deshalb ktlrz abgeleitet werden, weü 
wir es bei der Definition des Begriffes det Erünrmun^^ einer Gurre bhiuchen. 

Man versteht unter Krümmung eincfs Bogens einer ebenen Ourve — von 
•der zunächst angenommen werde^ dass l^ie keine Wendepuncte 1)esitzt — 
^en Winkel, welchen die Eichtungen der beiden an die Eüdputicte des Bogi^hs 
gezogenen Tangenten mit einander . einschliessen. Das Differential dieser 
Krümmung h ist also der Winkel, nvelchen zwei in den Endpuncten eines 
unendlich kleinen Bogenstückes ds construirte Tangenten mit. einander 
einschliessen.'^ Dieser Winkel zweier unendlich benachbarten Tangenten einer 
Ourve heisst der Contingenzwinkel der Curve im Aufangspuncte des 
Bogendifferentials ds. Wir bezeichnen denselben mit dh. 

Es ist klar, dass die Krümmung k einer Curve mit wachsendem Bogen 
auch wachsen wird; doch gilt dies nur solange, als in dem betrachteten 
Stücke der Curve weder Wendepuncte noch singulare Puncte vorkommen. 

Man nennt nun ferner mittlereKrümmung eines Curvenbogens s den 

Quotienten 

k • • 



der absoluten Krümmung k durch die Bogenlänge. Und endlich wird unter 
Krümmung einer Curve in einem Puncte P der Grenzwerth der mitt- 
leren Krümmung eines unendlich kleinen im Puncte P beginnenden Bogen- 
stückes verstanden. Es ist das also nach dem vorhin gesagten der Grenzwerth 

,. ^k 
^°^ AT 

wenn mit s der Bogen bezeichnet wird, und zwar für unbegrenzt abnehmen- 
des As. Dann ist aber 

,. Air dk 

lim^r- = -T-9 

d. h. die Krümmung einer Curve in einem Poncie ist das Verhäliniis des 
<€ontingenz winkeis zum Bogendifferential. 

Beim Kreise* ist die Krümmung eines Bogehs offenbar ^eich dem zu 
dem Bogen gehörigen Centriwinkel h Drücken wir diesen Winkel auch alsf 
Bogen in einem Kreise von Badius 1 aus, so ist für den Kreis die mittlere 
Krümmung 

A = l 

■ ' ' .' 
-wenn p den Kreishalbmesser bezeichnet. ' Und dieses Ergebniss bleibt offen- 
bar dasselbe, ob nun der Bogen eüdlich oder unendlich klein iist. Wir 
«chliessen daher, dass die Krüiümung eines Kreises in jedem seiner Pmiete 
-denselben Werth hat, nämlich gleich dem ireeipr^ken Werthe des Bädiüis ist.- 

18* 
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Diese Eigenschaft des Kreises ermöglicht es nun, die Erfimmungs- 
yerhältnisse einer Cnrve noch genauer zu beschreiben and za messen. Man 
nennt Erümmungsradins einer Corve in einem Pnncte P den Badius 
desjenigen Kreises, der gleiche Er&mmnng hat, wie die Cnrve in F; und 
den so zum Vergleiche herangezogenen Kreis nennt man den Krftmmnngs- 
kreis der Cnrve. Bezeichnen wir den Krümmnngsradios mit p, so ist auf 
Gmnd der gegebenen Definitionen 

1 « ^. 

Nnn ist, wenn a', a die Neigungswinkel der Tangenten in den beiden £nd- 
puncten des Bogens d$ gegen die Bichtung der positiven Abscissen bedeuten 

also 

Femer ist aber 

dt* 

woraus durch Differentiation folgt 

doL dxd^y — dyd^x , 

cos^ OL dx^ 

also, da 

C0S^tt«= , . . a 1 
1 + tg2 a 

. j? j dxd^y — dyä^x dxd^y — dyd^x 

und hiernach endlich 

1 dk^_^dxd^y — dyd^x 

Q ds A ' 

(dx^ -h dy^) 2 

wo das Doppelzeichen dz sowohl bei dJc^ wie auch rechts im Nenner weg- 
gelassen ist, da das Vorzeichen der rechten Seite stets so zu bestimmen 
ist, d£^ss p positiv wird. 

Die unabhängige Variabele ist hier noch nicht fixirt. Nehmen wir x 
als solche an, so wird (vergl. Cap. VI, S. 133) 

d^y 
l dx^ ^ 



P 1 

dy^Y 



( 



Wenn wir nun für einen Punct P einer Curve den Kr&mmungs- 
radius berechnet haben, so wollen wir in P einen Kreis mit dem Badius p 
80 construirt denken, dass derselbe die Curventangente t in P berührt und 
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ganz auf derselben Seite von r liegt, wie der Pnnct and dessen Nachbar- 
pnncte auf der Cnrye. Das Centrom M dieses Kreises liegt also dann auf 
der Normalen an die Curye im Pancte P. Es heisst der zum Cnrvenpancte 
P gehörige Erümmnngsmittelpnnct. 

Und es lässt sich zeigen, dass dieser Punct die Grenzlage ist, welcher 
sich der Dnrchschnittspnnct der Normalen in P nnd der ihr unendlich 
nahen Normalen nähert. In der That sei 

die Gleichung der Normalen im * Puncto (o?, y). Die Gleichung der Nor- 
malen durch den benachbarten Puüct F'{x 4- Aa?, y 4- Ay) der Curve ist dann 

was wir einfach so darstellen können 

^'+AJV'=0, 

irenn N^^Nyxj y» j^l- Dann ist der Durchschnittspunct beider Normalen 
bestimmt durch die zwei Gleichungen 

was sich reducirt auf 

A" = 0, AJV==0 

and dann auch so dargestellt werden kann 

A^' 

Wenn nun die Puncte P und P' einander immer näher rücken, so wird 
der Durchschnittspunct M beider Normalen nach einer Grenzlage streben;, 
die bestimmt ist durch die Gleichungen 

Die erste ist die oben gegebene Normalengleichung, die zweite wird aus 
dieser durch Differentiation erhalten, wobei £, t) als constant angenommen 
werden. Diese zweite Gleichung wird daher 



_(,.g).(,-,) 



Bezeichnen also Xq, y^ die Coordinaten des Punctes if , so findet man durch 
Verbindung der Gleichungen 
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(i +^\iM 



, dx'^Jdx 

Xq "^ X — ^ ■""" 



1 + 






' :• -a; dx^ 



d^ > ' 

dx^ 

Quadriren wir diese beiden letzten Gleichuiigen und adjiren, so kommt 



mV 

dx^l 



\dx^) 



d. h. die Strecke MP ist in der That gleich dem Krümmungsradius. Femer 

sehen wir aber auch, dass y^ — y gleiches Zeichen mit -r-^ hat. Ist nun ^ 

die Ordinate der Tangente, die der Abscisse x + ^x entspricl^t, so hat nach 

§ 4 die Differenz y -^ ^y — 9 das Zeichen von -5-^ , feofeme nicht (rc, y) ein 

Wendepunct, was ja aber vor der Hand ausgeschlossen sein soll. Und da 
nun auch y^ — 9 offenbar gleiches Zeichen mit ^o — y ^^^ so sind auch 
die Differenzen y^ — i) und y 4- A^ — 9 gleich bezeichnet. Das besagt aber, 
dass der Punct {xq, ^q) auf derselben Seite der Tangente liegt, wie der 
Punct P mit seinen NachbarpuQcten. Dieser Punct M{xq, ^q) ist daher in 
der That der Kriimmungsmittelpunct 

§6. 

Man sagt von zwei Curven C, Cj, welche einen gemeinschaftlichen- 
Punct ibf besitzen, dass sie einander in diesem Pnncte n-punctig berühren 
oder daselbst eine Berührung n^^^ Ordnung haben, wenn isich die dem 
Puncto P benachbarten Puncto beider Curven so zu je zweien gruppiren lassen, 
dass der gegenseitige Abstand M'm zweier solcher correspondirenden Puncto 
im Verhältniss zu ihren resp. Entferijungen von P ein ünendlichkleines^ 
(n + l)^er Ordnung ist. 

Nach § 4 ist also die Berührung dieser Curye mit ihrer Tangente einfr 
solche von der ersten Ordnung, sofern der Berührungspunct ein gewöhnlicher 
Punct und auch kein Wendepunct ist. Denn es ist dort, wenn wir noch 
einmal Figur 3 heranziehen, mM' ein unendlich kleines von der 2. Ordnung 
in Bezug auf Aa;, während MM' = ds und Mm offenbar von derselben Ord- 
nung unendlich klein sind, wie ^x. Denn es ist 



' z=ds^=dx'y \ 



MM' ^ds^dxMl^^^. 

dx^ 
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dv 
wo voraussetzungsgemäss -j^ endlich ist, und 



Mm=^ 



cos a 



wenn a der Neigungswinkel der Tangente gegen die positive Absdssenrich«* 
tung ist. Sollte die Tangente auf dieser Eichtung senkrecht stehen, so ist 
letzte Formel unanwendbar und man mnss vor Entscheidung der Frage eine 
geeignete Coordinatentransformation vornehmen, so dass der in dem neuen 

System dem entsprechende Factor endlich ist. 

Weün man in analoger Weise dea Punct ^ des Erümmungskreises, der 
der Abscisse x-h £ix entspricht, vergleicht mit dem Puncte (a? h- Aa;, ^ + Ä^) 
der Curve, so wird man finden, dass 

y + Ay — 9 

ein Unendlichkleines von der dritten Ordnung wird, wenn Aa; als Unend- 
lichkleines erster Ordnung angenommen wird. Der Erümmungskreis einer 
Curve im Puncte P berührt die Curve daselbst also z^weipunctig. Die zwei- 
punctige Berührung wird auch vielfach Osculation genannt, so d$kss man 
den Krümmungskreis zuweilen auch als osculirenden Kreis bezeichnet findet^ 
Die allgemeine Theorie der mehrpunctigen Berührung lässt sich, wie 
folgt, sehr einfach geben. Die beiden Curven seien wieder C, Ci, und die 
Gleichung der letzteren in der Form gegeben ' 

f(x, y) = 0. • 

Dann sei (ic, y) der Punct M auf C, {x\ y') der ihm unendlich benachbarte 
auf derselben Curve, also der Punct M' von oben, und {x' + £, y' 4- >)) der 
ebenfalls unendlich nahe an Jf liegende Punct m von O^. Dann muss 
also sein 

Findet nun w-punctige Berührung statt, so muss der Abstand M'm 

= |/?^ -+- "T? unendlich klein (n+ l)^^«' Ordnung sein, also sind auch um- 
somehr £, t) unendlich klein (n -H l)*er Ordnung in Bezug auf MM'. Und 
unsere Gleichung zeigt, dass dies dann auch von f{x\ y^) gilt. Und wenn 
umgekehrt, letzteres der Fall und der Punct (a;', y') ein gewöhnlicher 
Punct ist, so wird man auch immer auf Cj einen Punct mix* 4- S, ^' -H r^) 

so bestimmen können, dass £, t) und somit auch M'm= |/£2 + y^a unend- 
lich klein (n -H 1)*«' Ordnung sind. In der That, wenn m auf Cj liegen soll, 
so ist die einzige Bedingung hierfür 
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Da nun (jxf^ $/) ein gewöhnlicher Panct ist, so wird niemals gleichzeitig sein 

8 a:' ' ey 

£me dieser Ableitangen kann aber immerhin noch veraeh winden, dann lässt 
sich indessen immer, venn zum Beispiel 

wäre, £ als Unendlichkleines (n + 1)^^^ Ordnung annehmen and dann wird 
die Gleichung (f.), nach t] aufgelöst, auch for diese Grösse ein Unendlich- 
kleines (n -f- 1)*®^ Ordnung ergeben. 

Wir können somit sagen: Sollen die Gurren C, C^ sich im Puncte 
M(x^ y) n-punctig berühren, so ist hierzu nothwendig und hinreichend, 
dass, wenn man die Coordinaten x\ tf des zu M unendlich nahen Punctes M' 
von C in die Gleichung Ci einsetzt, das Substitutionsergebniss von der 
(^ + 1)^1^ Ordnung unendlich klein sei in Bezug auf den Abstand MM' 

Was nun die fernere practische Durchführung einer solchen Untersuchung 
anbetrifft, so möge C^ wieder in der Form gegeben sein 

C dagegen durch die folgende Darstellung 

Der Punct M\x\ y') entspricht dann der Stelle (t-^-dt). Und man hat 

X — a? = -TT cit -f- • • ' 
at 

dx dy 
Und da (a?, y) als gewöhnlicher Punct vorausgesetzt ist so werden -^^ -^-^ 

nicht gleichzeitig verschwiDden. Wir haben daher 



^^-i/f+i^'- 



Die Gleichung von C^ kann nun auch so geschrieben werden 

Und es ist 

Kx\ y') = f{f^(t + dt\ W + dt)) « «(^ + dt) 

dt"" 



= <^(t) + <i>'(t)dtA + ^^''\t) 



n\ 



• • • 
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Da nun /'(«', ^) von der (n -h \)^^ Ordnung unendlich klein werden soll, 
80 ist die nothwendige und hinreichende Bedingung für die n-punctige 
Berührung der Cnrven C, C^ im Puncto (a;, v; 

Sind diese Gurren in expliciter Form gegeben 

y = /*(«?), 

so möge y — F{x) die Form /'(o?, y) von vorhin sein und für die erste 

Curve 

« = /, y^f(t)' 
'Dann hat man 

«1(0 « fit) - J'CO « /ICa?) ~ F{x) 

und die Bedingungsgleichnngen f&r n-punctige Berührung erhalten hier die 
symmetrische Gestalt 

fix) = F{x), fXx) = r{x), . . . , f^\x) = F(-^(x). 

Sind endlich C und C^ beide in impliciter Form gegeben 

X(ic, y)«0, xi(a?, y) — 0, 

dann wird man y und «eine n ersten Ableitungen einmal aus den Glei- 
chungen berechnen 

X(«i y) « 

l^ + l^y^o 

ox Gy ^ 
und dann ebenso aus dem System 

öa? ^ 8y ^ " 

Nach dem zuletzt gefundenen Resultate müssen die aus beiden Systemen 
gefundenen Werthe ^, . . . , y^*^ einander gleich sein. Man hat also wieder 
n+1 Gleichungen, welche die Bedingungen n-punctiger Berührung von 
C und Gl ausdrücken. 

Der Leser behandele nach diesen Vorschriften noch einmal den Erüm- 
mungskreis. Die Kreisgleichung (a? — «)* 4- (y — ß)* — p^ « enthält drei 
Parameter a, ß, p. Zu deren Bestimmung sind drei Gleichungen erforder- 
lich, die man stets so einrichten kann, dass sie eine zweipunctige Berüh- 
rung mit einer gegebenen Curve a; «= ^(/), ^ == ^(Q ausdrücken. Man setze 

a)(0 = (Ä_a)«-4-(y-ß)8-p^ 
und erhält dann aus 

die oben gefundenen Werthe für x — a, y — ß und p. 
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§7- 

Ein Wendepunct war in § 4 charakterisirt worden durch die Bedingung, 
dass für ihn 



während 





0, 




0. 



Aus § 5 ersehen wir, dass, wenn jene Bedingung erfüllt ist, der Gontingenz- 
winke! verschwindet, d. h. die Tangenten in den Endpuncten des unendlich 
kleinen Bogens, der im Puncte (:r, y) beginnt, zusammenfallen. Der Wende- 
punct ist also auch dadurch characterisirt, dass in der durch ihn gehenden 
Tangente zwei unendlich benachbarte Tangenten der Ourve zusammen- 
fallen. Endlich bemerken wir noch, dass in einem Wendepuncte die 
Krümmung der Curve Null wird; der Krümmungsradius ist unendlich gross, 
die Curve hat in der unmittelbaren Umgebung des Wendepunctes den 
Character der geraden Linie. Aus dem im vorigen Paragriaphen gege'benen 
lässt sich unschwer erkennen, dass zwischen einer Curve und ihrer Tangente 
im Wendepunct eine zweipunctige Berührung stattfindet. 

Die Eigenschaft nun, dass in der Tangente an einem Wendepunct zwei 
unendlich benachbarte Tangenten zusammenfallen, giebt zu geometrischen 
Betrachtungen Anlass, die so wichtig und interessant sind, dass wir sie 
nicht übergehen können. Wir wenden dabei wieder homogene Coordinaten 
an. Sei (iCj, iC2, x^ ein Wendepunct der Curve n^^ Ordnung fix^^ a?2, x^ = 0, 

^ dxi ^ dx^ ^ dx^ 
die Tangente in ihm und 

die Tangente in dem unendlich benachbarten Puncte. der Curve. Setzen 
wir zur Abkürzung noch 

IL-f ^-f l/l_f 

8a!i~'i' dXi~'^' dx^~'^' 
so muss, da beide Tangenten zusammenfallen sollen, 

fi h fz 

sein, und daher, wenn fx ein Proportionalitätsfactor ist, 

dfi^V-fu df2^\if2, df^^\Lf^. (A) 
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Wenn aber weiter 


zur Abkürzung gesetzt wird 


• 




f _ ^V .= 1,2,3 

''* Öo:. öa: ' fc=i, 2, 3 


• 


wo also 
so hat man 







df^ = /il dx-^ 4- /22 ^^2 + /23 ^^3 
^/'3==/31^-^l -»-/32 ^f 2 +733^^1 • 

und ferner, nach dem Euler'schen Satze, 

^1 /il -»- ^2 /i2 -^ «3 /i3 *= (W — 1)/1 
^l/21-^^^22-+-^3/23 = («— i)^» '' 

a?i /"ai + iCg ^33 + a;., ^3 =;(/>— 1)/,. 
Die G'leichungen Qi) werden daher 

/■..(■''.-s)+'-.'(''"-ä)*''"('">-ä) 



= 



= (Ä') 



=:iO 



In diesen Gleichungen können nun niemals die Grössen 

dx,--^±,^dx,^^:^^dx,^ ^"3 



« — 1 



w — 1 



« — 1 



zugleich verschwinden, denn dann würden die dx^^ dx2^ dx^ den Coordi- 
naten a?i, X2^ x^ bezüglich proportional sein, d. h. der Punct (xi-hdxi^ 
x^-^dx^^ x^ + dx^ mit (a?i, x^^ x^) identisch sein, da ja dann die Ver- 
hältnisse 



Xj "^ CT Xj X' 

' ' und -i, 

ÄJjL 1~ ^Xj. X-u 



t=J, 2, 3 
Ä; = 1, 2, 3. 



auf die es bei Verwendung homogener Coordinaten allein ankommt; die 
gleichen Werthe hätten. Aus dem Bes,tehen der Gleichungen Qi') folgt so- 
mit nothwendig diese 

/11> fl2'i /13 

/21> /22> /23 ^^ ^» 

deren linke Seite mit H bezeichnet wird. Diese Gleichung H^^O stellt 
also die Bedingung dar, welche die Coordinaten eines gewöhnlichen Curven* 
pimctes erfüllen müssen, wenn derselbe ein Wendepunct sein soll. Die 
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Determinante H ist znm ersten Male von Otto Hesse aufgestellt worden, 
der sie als Determinante der Function f bezeichnet hat. Heute fährt 
sie allgemein den Namen der Hesse'scben Determinante und die 
Gleichung J7as0 heisst die zur Curve /*=0 zugeordnete Hessens che 
Curve. Diese letztere Curve ist, wie man sieht, von der Ordnung 3(n — 2). 
Auf der Hesse'schen Curve liegen also die Wendepuncte von f^=^0, 
und zwar werden sich offenbar die Curven 

gerade in den Wendepuncten von f schneiden. Da nun f^^O von der 
n^n Ordnung ist, so haben beide Curven 3n(n — 2} Durchschnittspunkte, 
d. h. eine Curve n^' Ordnung besitzt im Allgemeinen, also die Abwesen- 
heit singulärer Puncto vorausgesetzt, Sn(n^2) Wendepuncte. 

Wenn aber die Curve f=:0 singulare Puncto besitzt, so gehören die- 
selben ebenfalls zu den Schnittpuncten von 

/•=0, H^O 

Denn, wenn (x^ x^, x^) ein singulärer Punct ist, so bestehen an dieser 
Stelle gleichzeitig die Gleichungen 

/i=0, /i = 0, ^3 = 0. 

Wenn diese drei letzten Gleichungen aber zusammen bestehen sollen, so 
muss auch folgendes System bestehen 

/i 1 a'i + /i j «2 -H /is «8 *= (« — 1) /i = <> 

Al ^1 + ^33 ^ + fii «3 = (♦* ~" 1) ^2 = Ö 
^31 ^1 -♦- ^32 ^2 -»- ^33 ^3 «= (»» — 1) fz = ^9 

aus denen durch Elimination der Verhältnisse x^iXj^ wieder folgt 

Es wird also eine algebraische Curve n^^ Ordnung höchstens Bn(n — 2) 
Wendepunkte besitzen, nämlich wenn keine singulären Puncto auf ihr vor- 
handen sind; ist letzteres aber der Fall, so vermindert sich die Anzahl der 
Wendepuncte um eine von der Anzahl der singulären Puncto abhängende 
Zahl. 

§8. 

Wir wollen nun noch eine kurze Einleitung in die Theorie der sin- 
gulären Puncto einer algebraischen Curve geben. Zunächst möge, um der 
Vorstellung einen Anhalt zu geben, rein descriptiv auf die verschiedenen 
Arten dieser singulären Puncte hingewiesen sein. 

In der elementaren Geometrie lernen wir schon in der Hyperbel eine 
Curve kennen, die im ganzen endlichen Bereich aus zwei getrennten Stücken 
oder Zweigen besteht. Bei den höheren algebraischen Curven kann ein 



Anwendungen auf die Geometrie. 



285 




Fig. 5. 




Fig. 6. 



derartiges Zerfallen einer Cnrve in einzelne ge- 
trennte Zweige nun noch in grösserer Mnltiplidtät 
vorkommen. Ereignet es sich aber dann, dass 
zwei oder mehrere solcher Zweige sich in einem 
Puncte P durchsetzen, wobei sie sich auch berühren 
können oder nicht, so heisst P ein Doppelpunct 
bezw. ein mehrfacher Punct der Cnrve. Die 
Figur 5 stellt einen Doppelpunct dar. Die Curve 
hat hier im Doppelpuncte zwei verschiedene Tan- 
genten. W&rde der Doppelpunct aber durch Be- 
rührung zweier Zweige der Curve zu Stande ge- 
kommen sein, so würden diese Tangenten offenbar 
in eine zusammenfallen. 

Wenn nun die Curve in einem Puncte die Ge- 
stalten hat, wie sie>: Fig. 6 und 7 darstellen, wenn 
also zwei oder mehrere Zweige in einem Puncte 
zwar zusammentreffen, sich aber nicht durchsetzen, 
so heisst der Punct ein Rückkehrpunct oder eine 
Spitze. Wir müssen da zwei Arten untersclieiden. 
Bei einem Rückkehrpunct erster Art verlaufen die 
Zweige der Curve zu verschiedenen Seiten der in 
diesem Puncte gezogenen Tangente (welche also 
sämmtlichen Zweigen gemeinsam ist); bei einem 
Bückkehrpunct zweiter Art dagegen liegen s&mmt- 
liche Zweige auf einer Seite jener Tangente. "^^ 

Es kann auch vorkommen, dass die Coordinaten eines Punctes zwar 
der Curvengleichung genügen, dass sich aber in jeder noch so kleinen Um- 
gebung dieses Punctes keine^andem Puncto finden lassen, welche ebenfalls 
der Curve angehörten. Der Punct heisst dann ein isolirter. 

Femer kann, (bei transcendenten Curven), der Fall eintreten, dass für 
jeden Werth der Abscisse (xQ-hh), h>0, sich aus der Curvengleichung 
ein Werth der Ordinate ^ finden lässt, auch wenn wir h nach Null con- 
vergiren lassen; dass es aber keinen reellen Werth von y giebt, der zu 
Abscissenwerthen (xq — h), h>Oy limA^O, gehörte. Die Curve wird 
also in einem solchen Puncte (xq) abbrechen. 
Wir wollen einen Punct dieser Eigenschaft einen 
Grenzpunct nennen. 

Ist der Grenzpunct dann noch so beschaffen, dass 
in ihm zwei oder mehrere Zweige der Curve mit ver- 
schiedenen Tangenten aneinander stossen, so nennen 
wir den Punct eine Ecke der Curve. (Fig. 8.) 

Aus folgenden Beispielen erhellt, wie diese 
Singularitäten zu Stande kommen können. Sei 

y =s f(x) -H (a? — w) (a? — «)' 




Fig. 7. 




Fig. 8. 
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die Gleichung einer Curve, und f{x) eine endliche eindeutige stets reelle 
Functiou, w, n positive reelle Zahlen und a ein Bruch der Form 

a = — ^-ö ' ^ 

2v 

Die Curve besteht dann aus den beiden 2jweigen 

y = Aa;) 4- (o? — w) I (a? — n)* 
^ = /*(ic) — (a; — w) I (a? — w)" |. 

Für diese Zweige ist bezw. 

und für x = m hat man 

Ist nun m>n, so durchsetzen sich die beiden Zweige im Paiict a?=sm, 
gehen jedoch dann weiter, da tf reell bleibt für »a? ä^s m db Ä. Da -auch' inr 
die Ableitung von ^ in diesem Pancte z^wei verschiedene Werthe bestehen, 
so hat die Curve dort also zwei verschiedene Tangenteti: der Paiict ist ein 

Doppelpunct. Ist aber m<:«, so werden beide obigen Werthe für -p 

im Puncto x = m imaginair. Die Curve hat in diesem Püncte also keine 
reellen Tangenten, und ausserdem lässt sich in keiner noch so kleinen Um- 
gebung (w? ± h) von m ein reeller Werth von y finden. Der Pnact ist dann 
ein isolirter. 

Betrachten wir überhaupt die Curve u. 

, y = ax)±F(x)\(x--mri 

, I 

wo f(x)^ F(x) eindeutige endliehe stets reelle Functionen sind und m, a 
dieselbe Bedeutung wie oben haben. Die Curve hat wieder zwei Zweige» 
ienächdem Wir das positive oder negative Zeichen anwenden. Die beiden 
Werthe y sind reell und ungleich für a?>«i, einander gleich für a?=^w 
und werden imaginair für x<m. Die Curve geht also mit ihren beiden 
Zweigen nicht über diesen Punct hinaus. Die Ableitung 

ll = f(x) ± (ar — myF\xy± a(x — mf^'^F^xy 

hat im Puncte x = m den einen Werth f{ni). Es fallen also dort beide 
Tangenten zusammen 7 der Punct ist ein Rückkehrpunct. Um zu ent- 

scheiden, ob er 1. oder 2. Art sei, haben wir ^-^ für a; = w» + ä zu unter- 

dx^ 
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suchen. Sind die beiden sich ergebenden Werthe von gleichem Vorzeichen, 
so ist der Panct ein Bückkehr punct 2. Art, im andern Fall 1. Art. Nan ist 

J^== rixyzt {x — mfF"(x) zfc 2a(a: ~ mf-^F'ix) 

±a(a — l(a; — m)""^2^(a;). 
Ist a > 2, 80 ist für a; = m + Ä, lim Ä = 

für beide Zweige. Soferne also f"(fn) nicht Null ist, wird der Punct ein 
Rückkehrpunct 2. Art sein. :£r ist es auch dann, wenn f"{m) unendlich 
klein wird von einer Or4nung p < a — 2. 

Ist aber a<2 so werden beide Werthe von ^-^imPuncte ir = wun- 

endlich, sind aber für x^^m-\-h von verschiedenen Zeichen. Der Punct 
m ist ein Rückkehrpunct 1. Art. 

L 
Die Curve x«^ e^ bietet un« ein Beispiel eines Grenzpunctes. Die 

Function y wird im Puncte so unstetig, dass sie plötzlich von zu oo springt, 
wie man aus Betrachtung des unendlich kleinen Intervalles ( — h, -hh) er- 
sieht. Der Punct ist Grenzpunct. Denn lassen wir x von bis oc gehen, 
«0 geht y von -+- oo bis + 1 ; geht aber x von bis — oo , sö durchläuft 
^ die Werthe von bis + L £s giebt also in jeder noch so kleinen Nähe 
rechts vom Puncte keinen Punct der Curve. 

Die Tangente an eine Curve im Puncte (a; = 0,y = 0) hat nach § 2 
die Gleichung 



y 



^\dx)o' 



Um sie zu bestimmen, kann man also statt der directen Berechnung von 

-TT- auch den Weg wählen, den Grenzwerth von ~ für a? =c zu suchen. Ver- 

dx X 

fahrt man so bei der Curve 

X 

y^ -T' 

l + e^ 

\_ 
:S0 wird man nach dem eben über e^ gesagten finden, dass diese Curve im 
Puncte rc = eine Ecke besitzt. 

Ist, wie in diesen Beispielen, die Curvengleichung ezplicite gegeben, 
so ist die Bestimmung der singulären Puncte, wie man sieht, ohne Schwierig- 
keit auszuführen. Im Allgemeinen aber wird die Gleichung in impliciter 
Form erscheinen, worüber daher noch einiges gesagt werden muss. 
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§9. 

Sei also 

fix, y) « 

die Gleichung einer al^j^ebraisehen Corve »^«^ Ordnung. Ist dann a;,y 
ein singnlaerer Punct nnd £, t] ein ihm unendlich nahe liegender variabeler 
Punct der Curve, so haben wir, da jetzt (§ 1) 

o = l(x(«-5)» + 22^(«-E)(y-T)-t--af(y-i)0 + ^.. 

vo X, M, N, wie im Totigen Capitel, die Bedeutung haben 



da? dy^ dxdp 

Wenn dann diese drei Grössen nicht gleichzeitig verschwinden» so können 
wir bei Betrachtung der Umgebung des Punctes (x, y) die Glieder dritter 
Ordnung, die in B^ zusammenge&sst sind, yemachlässigen und finden so, 
dass die Curve in unendlich naher Umgebung von (x, p) zusammenföllt mit 
dem durch 

dargestellten Gebilde, d. h. mit einem Paare von Graden, welche sich in 
(x^y) schneiden. Dieser Punct ist also einDoppelpunct; und die beiden 
Geraden I sind die in ihm an die Curve gezogenen Tangenten. Und zwar 
ist es ein reeller oder eigentlicher Doppelpunct, wenn 

da in diesem Falle die beiden Tangenten reell sind, d. h. sich für das 
Yerhältniss 

zwei reelle verschiedene Werthe ergeben. 

Diese beiden Werthe werden aber imaginair wenn 

Der Punct {x, y) hat also dann keine reellen Tangenten und es giebt iu 
seiner Umgebung überhaupt keinen reellen Punct der Curve: wir haben 
einen isolirten Punct. 
Ist endlich 

so fallen die beiden Geraden I, also die beiden Tangenten, an die Curve 

im Puncto (x, y) in eine einzige zusammen* Der Punct ist ein Rückkehrpunct» 

Wenn nun L, M, N gleichzeitig verschwinden, so wird die Curve im 

Puncto (a?, y) eine höhere Singularität besitzen. Wir wollen ganz allge- 
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mein yoraussetzen, dass überhaupt alle Ableitungen von f{x^ y) bis zur 
(w — l)*eii Ordnung einsdüiesslich im Puncte (a?, y) verschwinden, dass aber 
wenigstens eine der Ableitungen n^' Ordnung nicht verschwinde. Dann 
reducirt sich die Gurvengleichung auf 

Wenn wir hier B^j^^ vernachlässigen, so stellt die Gleichung ein System 
von n Geraden, die sich im Puncte {x^ y) schneiden, vor. Die Curve hat 
also n in diesem Puncte einander treffende Zweige und jene Geraden sind 
die bezüglichen Tangenten der einzelnen Zweige. Der Punet («, y) heisst 
dann ein t»-facher Punct der Curve. Die zugehörigen Tangenten können 
nun entweder alle reell, oder alle oder theilweise imaginär sein. Auch kann 
es vorkommen, dass einige derselben zusammenfallen, wenn nämlich obige 
Gleichung eine Beihe gleicher Wurzeln hat. Die Untersuchung dieser 
complicirten Singulai:itaten muss in jedem Sonderfalle Gegenstand ein- 
gehender algebraischer Betrachtung sein. 

§ 10. 

Es erübrigt noch, die Frage nach der Anzahl von singulären Puncten 
zu erledigen, die überhaupt bei einer algebraischen Curve n^^ Ordnung 
vorkommen können. Zu dem Zwecke bemerken wir zunächst, dass eine 
algebraische Curve n^^ Ordnung stets durch 



-{'vy 



Puncte bestimmt ist. Denn ihre Gleichung lässt sich so darstellen 

wo (q eine Constante und f^ eine homogene Function h^^ Grades von (x^y) 
bedeutet. Dann besteht aber fj^ aus A; + 1 Glieder, sodass wir im Ganzen 
erhalten 

1-*-2h h(w-hl)= '^ . \ 

Glieder. Nun können wir immer einen der CoeMcienten der Gleichung 
fix, y)^=Oy etwa das Absolutglied /q, der Einheit gleich annehmen oder, 
was dasselbe ist, die, Gleichung durch diesen Coefficienten dividirt denken. 

' a ) — 1 

Verhältnisse ihrer Coefficienten kennen. Sie ist in Bezug auf diese Coef- 
jäcienten line^ir 

/"(«, y) =» -Ä 4- j5ä; -{- Cy H- Da^'^ • • • + Nx"", 

Graveliiis, Differentialrechnung. ^9 
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2 1 — 1 Puncte (El, fiO, ... (?j^, r^) gegeben, so können 
wir X in den Ä^ B^ C^ JD, ... lineare Bedingungsgleichungen 

«El, %) = 0, ..., f(i^^r^)^o I. 

aufstellen nnd ans diesen die Coefficientenyerhältnisse B:A^C:Ä^D:Ä^... 
berechnen. Sind indessen die Puncte £, y) so gewählt, dass die Determinante 
der Gleichung I verschwindet, so ist diese Coefficientenbestimmang nicht 
möglich. Es giebt dann unendlich viele Curven n^^ Grades, die durch die 
X Puncte E, t] gehen. Also: Es existirt stets eine Curve n^^ Grades, die 

(» + 2\ 
a 1 — 1 gegebene Puncte geht; und es giebt im Allgemeinen 

auch nur eine solche Curve. 

Sind nur X — 1 Puncte gegeben, so lassen sich vermöge der Gleichung I 
die Ooefficienten der Curvengleichung als lineare Functionen zweier unter 
ihnen, etwa A und B, ausdrücken, sodass wir die Curvengleichung selber 
in der Form darstellen können 

wo 9, ^ zwei ganze Functionen n^^ Grades sind und das Verhältnis Ä:B 
einen willkürlichen Werth hat. Setzen wir dieses gleich fx, also die 
Gleichung in die Form 

und lassen {x variiren, so stellt uns diese Gleichung ein Büschel von 
Curven n^^^ Ordnung dar, welche sämmtlich durch die gegebenen X — 1 
Puncte gehen. Irgend zwei beliebige Curven dieses Büschels schneiden 
sich in den durch 9 = 0, ^ = gegebenen n^ Durchschnittspuncten der 
Curven 9 und ^» Nun ist, für n > 2, immer 

X— Kw^, 

sodass also, wenn durch X — 1 Puncte ein Büschel von Curven n^^ Ordnung 
(n> 2) gelegt wurde, diese sämmtlichen Curven auch noch n^ — X — 1 andere 
Puncte als gemeinsame Schnittpuncte besitzen. 

§ 11. 
Eine algebraische Curve n^^ Ordnung kann höchstens 

9=1 ^ I singulare Puncte (also Doppelpuncte und Bückkehr 

puncto) besitzen, ohne in Curven niedrigerer Ordnung zu 
zerfallen. 

Die Curve habe die Gleichung f= 0. Nehmen wir nun an , sie habe 

(»+ 1\ 
2 ) — ^ 

Puncto von /*, unter denen 9 + 1 singulare Puncte sein müssen, eine Curve 
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(n 4- l)t«r Ordnung q) = 0. Jeder dieser <j 4- 1 Pnncte ist aber als mehr 
als ein Durchschnittspunct von f and 9 anfznfassen. Denn wenn P einer 
dieser Pnncte nnd zwar ein p,-facher Pnnct von f ist, so wollen wir an- 
nehmen, die Coefficienten von 9s=0 seien nm unendlich kleine Werthe 
geändert, dann wird die neue Curve 9 s= nicht mehr durch P selber gehen, 
aber die Gurve /*=0 in unendlicher Nähe von P schneiden, also sämmt» 
liehe pL Zweige dieser Curve dort durchsetzen. Danach ist in der That 
klar, dass, wenn wir wieder zu der ursprünglichen CuiTe 9 zurückgehen, 
deren Schnittpunct P mit f fx-mal zu zählen ist Es ist also mindestens 
jeder singulare Punct von f als Schnittpunct von f und <p doppelt zu zählen, 
sodass die Gesammtzahl dieser Schnittpuncte 

v-i-a-4-l=n(w— 1)4-1 

sein wird. Aber zwei Curven n^^ und (w — 1)**' Ordnung können sich 
nicht in mehr als n (n — 1) Puncten schneiden, ohne, wenigstens theilweise, 
zusammenzufallen. 

Wenn also /*= eine nicht zerfallende algebraische Curve n^' Ordnung 
ist, welche d Doppelpuncte und r Bückkehrpuncte (in denen auch nur je 
zwei Zweige der Curve sich treffen) besitzt, so ist immer 

Sei nun 9 ^s= eine andere algebraische Curve von der Ordnung m^n, 
welche also f in mn Puncten schneidet. Dann giebt es noch eine unendliche 
Anzahl Curven m^^ Ordnung, welche durch die Schnittpuncte von f und 9 
gehen, und die alle in der Gleichung 9 + /"^ == enthalten sind, wo g eine 

(w — w 4- 2 \ 
2 I Coefficienten von 

g können wir nun immer so bestimmen, dass eine gleiche Anzahl von Coef- 
ficienten in f-^fg verschwindet. Dann hat letztere Form also noch 

i 2 )-"i 2 J-^(2»* + 3.^w)«T 

nicht verschwindende Coefficienten, die weiter so bestimmt werden können, 
dass 9 + Z*^ = durch die d-^r singulären Puncto von f und auch durch 
T— 1 — d — r^Bsq gewöhnliche Puncto von f geht. Die Bedingungs- 
gleichungen, welche wir erhalten, sind homogen und linear in Bezug auf 
die zu bestimmenden Coefficienten und ermöglichen also die Berechnung 
der Verhältnisse derselben zu einem unter ihnen als rationale Functionen der 
Coordinaten (Sj, t)i), (£2, 1Q2) ••• jeiier Puncto, um dann auch noch die 
Coordinaten der anderen Durchschnittspuncte von /*«* und 9 4- /"^ = 
zu erhalten, eliminiren wir ^ zwischen diesen beiden Gleichungen und er- 
halten als Resultat eine Gleichung vom Grade mn 

+(^)«0, 

19* 
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deren Goeffioienten rational durch diejenigen Yon f und 9 + fg^ also auch 
rational durch die Coeffieieuten von f sowie durch jene Coordinaten (£1, 
T)j) ... dargestellt sind. Diese Gleichung hat als Wurzeln die Abscissen 
der gegebenen Puncto; ihre doppelten Wurzeln entsprechen den singulären 
Functen. Ist also M{x) das Product deijenigen Linearfactoren von '^{x\ 
welches diesen mehrfachen Wurzeln entspricht, JS(ß) das Product der 
anderen Factoren, so ist 

^{x)^M{x) N{x), 

wo auch N eine ganze Function ist, deren Coefficienten rational von 
(En %)? • •• abhängen. Es hat nun also '^{x) den Grad wn, während der- 
jenige von M{x) 

sein wird, da jeder singulare Punct für zwei Schnittpuncte zu rechnen ist. 
Der Grad von N(x) ist daher 

p = a — d — r. 

Diese Zahl ist also von m ganz unabhängig. Sie heisst das Geschlecht 
der Curve /*=0, und wird, wie hier, gewöhnlich mit p bezeichnet. Das 
Geschlecht einer Curve ist also die Zahl, welche den Unterschied ausdrückt 
zwischen der Anzahl singulärer. Puncto, die die Curve höchstens haben 
kann und der Anzahl solcher Puncto, welche sie wirklich hat. 

Unsere Betrachtung hat uns also folgenden für die Untersuchungen 
des II. Bandes wichtigen Satz ergeben: 

Wenn eine Curve f(x^ y) ^ 0, n*«^ Ordnung vom Geschlecht jp, gegeben 
ist, so läset sich immer eine Curve m^^ Ordnung (m^n — 2) bestimmen, 
welche durch die singulären Puncto yon f geht und zwar so, dass mn — p 
Schnittpuncte beider Curven in bestimmt gegebene Puncto von f=0 fallen. 
Sind dann (S^, tj^; Sg? ^2» •••) ^^^ Coordinaten dieser Puncto, so werden 
die Abscissen £ der anderen p Schnittpuncte beider Curven erhalten als 
Wurzeln einer Gleichung p^^ Grades, deren Coefficienten rational durch 
(^1) ^19 ^!> ^29 •'•) dargestellt sind und die beiarefifenden Ordinaten sind 
rationale Functionen der zu ihnen gehörigen Abscissen, sowie von (£1, %, . . .)• 

§ 12. 

Sei f{x^ ^) = nun eine Curve vom Grade n und Geschlecht jp^sO, 
Dann betrachten wir oine Curve <p = vom Grade m^n^ die zu der im 
vorigen Paragraphen betirachteten Schaar <p -h Z*^ »> gehört und der Art 
sein soll, dass sie durch die singulären Pi;nqte von f und aasserdem noch 
durch gewöhnliche Puncto dieser Curve geht, sodass im Ganzen ein Punct 
weniger, als zu ihrer vollen Bestimmung nothwendig ist, gegeben sei. 
Die Gleichung dieser Curve wird dann die Form haben (vergl. § 10) 
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oder wenn B:A=s^ gesetzt wird 

Bilden wir wieder die Gleichang ^(x):=sO des vorigen Paragraphen, 
80 ist jetzt, da hier die Anzahl der im voraus gegebenen Durchschnitts- 
puncto von f und <p um eine Einheit grosser ist, der Grad von N(x) gleich 
29-1-1. Er ist also 1, da ^ = 0. 

Die Goefficienten von N(x) = sind nach § 11 rational ausgedrückt 
durch die von f=0 und P-4-^C = 0, also auch rational durch C Das 
heisst aber, dass die Wurzel der linearen Gleichung N(x) eine rationale 
Function von C ist: ;i;sr(C). Und femer ist, wieder nach §11, das zuge- 
liörige t/ rational durch x und die Goefßcienten von P -h QC ausgedrückt, 
es wird also auch y eine rationale Function von C sein: y = 22(C)* 

Wenn wir nun noch die Curve P-i- ^C = durch einen neuen Punct 
von /*= gehen lassen, so wird hierdurch C bestimmt, und ist immer mit 
den Coordinaten ^, y durch die Gleichungen a;=sr(C), ^ss22(;) verbunden. 
Und wenn wir diesen Punct (o;, y) so variiren, dass er die gan^e Curve 
/*= beschreibt, so werden stets seine Coordinaten durch die beiden ratio- 
nalen Functionen des Parameters C 

dargestellt sein. Wir haben also folgenden Satz gefunden : 

Wenn das Geschlecht einer Curve f(x^ y) = Null ist, so 
lassen sich die Coordinaten eines Punctes derselben stets durch 

darstellen, wo r, B rationale Functionen eines Parameters C 
bedeuten. 

Man nennt die Curven, bei denen eine solche Darstellung möglich ist, 
Unicursaleuryen. 



§ 13. 

Wir wenden uns zum zweiten Gegenstande geometrischer Anwendungen 
der Differentialrechnung, den ich hier behandeln will, zur Betrachtung einiger 
elementaren Sätze über die räumlichen Liniensysteme. 

Eine gerade Linie im Baume ist gegeben durch die Proportion 

X — a y — h e — c 

m n p 

oder wenn wir einen Parameter t einfuhren durch die Gleichungen 

X — a = m^, y — 5 = w<, » — c^sxpf. 

Diese Gerade geht durch den Ponct (a, b^ c) und ihre Kichtungscosinus 
(d. h. die Cosinus ihrer Neigungswinkel bezw> gegen die Axen der x^ y^ z) 
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sind f», fij p. Der Abstand ihres variabeln Panctes (x^ y^ e) von dem festen 
Poncte (a, &, c) ist gleich ^, da die Belation besteht 

m^ + n^-hi?*« 1. 

Haben wir zwei Gerade, g and g^y mit folgenden Gleichungen 

X — a ssfnt, y — h =nf, z — c ^=pt 
a? — ai = Wifi, y — h = n\ti, « — Ci=i?i^, 

so wird der Bichtungsnnterschied beider Geraden, den wir als ihren Winkel 
(^, ^) auch dann bezeichnen, wenn sie sich nicht schneiden, gegeben durch 

cos (^, ^) =Ä m »?i 4- » Wi -h i?Pi . 

Verstehen wir aber unter w, n^ p; Wj, w^, Pi nicht die Eichtungs- 

cosinus selber, sondern zu ihnen proportionale Zahlen, so dass also ti?, n, jp; 

^19 ^19 Pi ersetzt zu denken sind durch km, Jcn^ hp; kitni, A^^n^, kiPi^ 

t f 
wodurch t, ti, übergehen in -r' t*' 80 erhalten wir 

, ,^ mnii-h nn.-hppi 

COS(a, ffO as — ^ ^r======« 

Hieraus folgt sofort 

oder nach einem bekannten Determinantensatz 

sm^ (g, g) = ^ — ^ji^rä ' 

wenn 

T2 = W2 4- «2 4. p2^ 2\2 = »Wj2 4. „^2 4_ p^2 

Ls^Pi — pn^, M^=pmi — fnpi^ X^^mni — nm-^. 
Zwei gerade Linien im Baume sind parallel, wenn 

mmi-k- nn^ -4- pp^ =s 1 , 
und senkrecht zu einander gerichtet, wenn 

wwi -H nwi -hppi = 0. 

Wenn die beiden Geraden sich nicht schneiden, so ist ein wichtiges 

Element f&r die Bestimmung ihrer gegenseitigen Lagenverhältnisse ihr 

kürzester Abstand. 

Seien also 

a? = a4-w#, y^b-^nt, e^^c-^-pt 

gssa+p-T, r) = ß-hVT, C=r7 4-7CT 

die Coordinaten eines Punctes der ersten bezw. der zweiten Geraden, Der 
Abstand beider Puncte ist 

— (a — a -h m^ — fjtt)^ 4- (6 — . ß 4- w^ — v t)2 4- (c — 7 -hi>^ — it.T)^, 
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sodass wir also jetzt t und t so zu bestimmen haben, dass dieser Ausdmck 
ein Minimum wird. Die Ableitungen von A^ nach t und x sind immer 
stetig und endlich. Setzen wir sie gleich Null, so ergeben sich die er- 
forderlichen Bedingungsgleichungen f&r t und t, bezw. für das Minimum 
von A. Es ist demnach zu setzen 

1 SA» 

-hp(c — 7 -h pt — ict)«=0 

1 8A» 

Y -^ = m(a — a -*- «1/ — fit) -H n(b — ß + n^ — vt) 

Aus diesen Gleichungen lassen sich dann die Verhältnisse der Elammeraus- 
drücke bestimmen. Setzen wir 



nie — pvs=X, jpfx — mirssüf, mv— «jia»^, 



80 kommt 



a — a-hmt — \Lt b — ß-f-M# — vt c — t-hpt — itt 

L M N 

Ist dann p der gemeinsame Werth dieser drei Verhältnisse, so haben wir 
für t, Ty p die drei linearen Gleichungen 

ip -f- fXT — mt9=a — a 
Jfp-HvT — nt ^=^h — ß 

^p-hlTT — pt SB=C — -y, 

woraus sich ergiebt 

P=«-;^» Ta=~? faBs—, 



D 



B 



D 



wenn mit D^ P, Q^ B folgende Determinanten bezeichnet werden: 



^L^-hM^-hlP, 







^1 H-, • 


— w 




D« 


Jtf, V, — w 

JN', IT, — ^ 




a — a, ji, — w 




p= 


&-ß, V, -n 
c 7» '^^ — 1> 

L, a — a, wt 


= 2 


«= 


Jtf, 5 — ß, n 


9 




N, c- 


-7, i> 





= Z(a - a) -+- ilf(6 — ß) -h AXc — 7), 



X, ji, a — « 
2?= itf, V, 6-ß 

N^ IC, c — 7 

Und damit ergiebt sich der kürzeste Abstand beider Geraden 



A = ^LY-^^9^ + ^^9^ = 



^Z« -*- Jf 2 -h ^'^ 
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Da86 dieser Ausdruck auch wirklich ein Minimum ist, ergiebt sich, wenn 
wir bilden 

1 a»A3 

Die im Gap. Yin eingeführte entscheidende Function (die durch LM^N^ 
bezeichnet war) wird hier 

4(m2 -h n^-¥p^ (p-a + v« + ic») — 4(wix + nv +i?i:)2 » 4(^2 + if ^ + JVr2)^ 

und ist also positiv. Daher wird sicher hier ein Maximum oder Minimum 
eintreten. Und zwar findet ein Minimum statt, da 



1 e^A^ 

2 8^2 



■~— «m2 



= W^-hW'+J?'', 



also 



02^2 



0, 



Man wird zu beachten haben, dass unsere hier erhaltenen Formeln die 
Grössen m, n^ p] {i, v, ic nicht als die Richtungscosinus der Geraden, 
sondern als ihnen proportionale Zahlen annehmen. 



§ 14. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung zweier Geraden, die einander 
unendlich nahe liegen. Dann ist also, wenn wir die Annäherung nur bis 
zu Grössen 1. Ordnung treiben, 

und es gehen die im yorigen Paragraphen eingeführten Grössen in die 
folgenden über: 

L^=ndp — pdfif M=spdm — mdp^ N=fndn — ndm 

da, dmy m 
Jf>= — (Lda H- Mdb + Ndc) = 



i? = 



L, m, da 

M, n, db 
N, Py de 

D 



a&, du^ n 
de, dp, p 

X, m + dw, — da 

Q=B M^ n-\-dn, — dh 

N^ p + dpj — de 
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Wir haben also wieder, hier in diesen Grössen ausgedrückt, 



±P 



I. 



wo nun A den kürzesten Abstand zweier unendlich nahen Geraden be- 
zeichnet Zur vollständigen Bestimmung der gegenseitigen Lage zweier 
solcher unendlich nahen Geraden sind jedoch noch drei andere Elemente 
notbwendig. Zunächst der Winkel, den sie bilden. Aus der Formel für 
sin^C^, ^) in § 13 ergiebt sich, da wir hier den Sinus mit den Bogen ver- 
tauschen können 

^ m^ H- «2 -{- 1?2 

was bis auf Grössen 2. Ordnung genau ist. 

Dann müsen wir noch den Punct angeben, in welchem der kürzeste 
Abstand A die Gerade 

a? — a y — b z — c 

m n p 

trifft. Der Werth ^o ^^r Variabelen <, der zu diesem Puncto gehört, be- 
rechnet sich, wie man leicht einsieht, aus 

8 ■ 



^ = 



i» -Mf 2 -f. N^' 



wo 



X, Hl -f- dm^ da 
M^ n •{- dn^ db 

N^ p -H dÄ, de 



S 



oder, wenn die Producte dmdb u. s. w. vernachlässigt werden, einfacher 

Z, m, da 
My w, db 

N^ Py de 

Endlich müssen wir viertens noch die Eichtung von A kennen. Seien 
^i-i <^2) ^^3 ^^ Bichtungscosinus von A, dann ist, da A zu beiden Geraden 
senkrecht ist, 

wcTi -*- nff2 + J^^a = 

(w + dm)o^ + (w H- dn)(S2 -H (i? + dp)a^ = 0, 
woraus folgt 

Jj ^2 ^3 



und da 



L M N' 

.2 + cr,2-ha3=l, 



298 IX. Capitel. 

^ L ^ M ^ N 

Die Grössen ^q» ^d ^2? ^3 ^^^ ^^^ endlich, dagegen sind A und 9 
ünendlichkleine 1. Ordnung. Ihr Yethältniss m aber ist endlich, nämlich 

"^ "" 9 — i» 4- ilP -4- A"3 ' 

§ 15. 

Nehmen wir nun an, die Coefficienten a, 6, 0; m, n, j> einer Geraden p 
seien von gewissen Parametern a, ß, ... abhängig. Wenn dann diese 
letzteren Grössen sich ändern, so wird auch die Gerade Yon einer Lage zur 
anderen übergehen und dadurch also das erzeugen, was man allgemein ein 
räumliches Linien System nennt. Die Gerade g in jeder einzelnen Lage 
heisst eine Erzeugende des Systems. Seien also 

a? = a-hwf, y = &4-w<, e = p -hnt, I. 



wo t |/w* + w^+jp* der Abstand der Puncto (x^ y^ e), {a^h^ c) von ein- 
ander ist, die Gleichungen der Geraden g. Hängen ihre Coefficienten von 
einem einzigen Parameter a ab, so wird, bei Aenderung desselben, die Grerade 
eine einfache Mannigfaltigkeit von Lagen durchlaufen, d. h. sie wird eine 
Fläche erzeugen. Eine solche Fläche heisst Begel fläche. Die Gleichujig 
derselben wird erhalten, wenn man i und a aus den Gleichungen I eliminirt. 

Bezeichnen wir die Ableitungen der Coefficienten a, . . . , m, ... nach a 
in Lagrange's Art, so sind also in fo, (7^, 92, 93 des vorigen Paragraphen 
die da^ . . . , dm^ ... zu ersetzen durch a'd^^ . . . , m'dla, . . .; der Factor doL 
erscheint also im Zähler und Nenner jener Ausdrücke in gleich hohem 
Grade und kann daher herausgehoben werden. 

Die Gerade d, auf der der kürzeste Abstand A der unendlich benach- 
barten Erzeugenden ^, g' der Regelfläche gemessen wird, ist aber durch /q* 
^u ^2) ^z vollkommen bestimmt. Wir haben somit ohne Weiteres den Satz: 

Die Erzeugenden einer Begelfläche, welche einer und der- 
selben Erzeugenden unendlich benachbart sind, stehen sämmt- 
lich senkrecht auf einer und derselben Geraden df. 

Der Durchschnittspunct von d und g heisst der Centralpunct der 
Erzeugenden g. Seine Coordinaten sind also 

Eliminirt man a zwischen diesen Gleichungen, so erhält man zwei 
Gleichungen x(^» ^i ^) = 0, 01(0?, y, z) = 0^ deren jede eine Fläche, deren 
gleichzeitiges Bestehen, also den Durchschnitt dieser Flächen oder eine 
Curve darstellt. Diese Curve, die also der Ort der Centralpuncte der Er- 
zeugenden einer Begelfläche ist, heisst die Strictionscurve der Begelfläche. 
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Ist nun 

x^Baa'\'mt, yssft-l-w^, sf^^c-hpt 

ein Panct dieser Fläche, so hän-gen x^ y^ z offenbar von den zwei Para- 
metern a, ^ ab. Und in der allgemeinen Gleichung einer Ebene 

sind die Verhältnisse der Coefficienten immer so bestimmbar, dass diese 
Ebene die Begelfläche berührt. Man wird (ygl. § 6) hierzu nnr folgende 
Gleichungen au&nstellen brauchen 

1^« Aa + Bh -f. Cc -f-i) = 0, n. 

Ol 

1^ = A(a' + m't) 4- 5 (6 4- n't) -+- C(d 4-i>'0 + D = 0, 

Aus der Gleichung der Ebene und aus f{t^ a)siO folgt 

^(Z— a - mt) + B(r- 6 — nQ 4- C{Z— c—pt)^ 0, 

« 

und wenn wir nun aus dieser Gleichung und den letzten beiden n. die 
Coefficienten A^ B^ C eliminiren, so erhalten wir die Gleichung der 
Tangentenebene an unserer Fläche im Pancte (^, ^, 01 t) 



X — a — m^, Y—b — «<, Z — c — pt 

w, n, p 

a' + w/^ 6'4-w'^ (f-hp't 



= 0. III. 



Es lässt sich leicht zeigen, dass die Erzeugende g ganz in dieser Ebene 
liegt. Denn wenn wir die Coordinaten 

irgend eines Punctes von g in die linke Seite yon m einsetzen, so werden 
die Elemente der ersten Horizontalreihe dieser Determinante 

«ift-0, w(^-0, P^i-O, 

d. h. die Determinante hat zunächst den Factor (^ — 0) ^^^^ dessen Aus- 
scheidung aber ihre beiden ersten Horizontalreihen identisch sind, weshalb 
sie verschwindet für jeden Punct von g. Indessen ändert die Tangenten- 
ebene m continuirlich ihre Stellung, wenn wir yon einem Punct von g 
zum andern übergehen. 

Um diese Aenderungen besser übersehen zu können, werde nun g als 
^-Axe, die Linie d des kürzesten Abstandes von g und der benachbarten 
Erzeugenden /, als ^-Axe gewählt. Dann ist für alle Puncte von g 
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sodass also jetzt in den allgemeinen Formeln für g zn setzen ist a = 0, 
2)3=0; masO, n=sO. Wählen wir dann noch eise nene nnabhängige 
Variable x so, dass stets 

so kommt dies darauf hinaus, dass wir in obigen Formeln noch setzen 
c=:0,jp = i; c'^o, y^sO. In dem neuen Coordinatensystem hat also 
g die Gleichungen, wenn wieder t statt t geschrieben wird 

und die unendlich benachbarte Erzeugende g' 

x=sda'\' tdm. 
ys=dh-h tdn. 

Da also ^ nach den jetzigen Festsetzungen die ^Achse im Abstände A 
Yom Nullpunct schneidet, so ist 

e?a = 0, <Zö = A; 

ferner ist sie senkrecht zur ^Achse und macht mit der £r- Achse einen Winkel, 
der (p heissen möge. Es ist daher noch 

e;n = 0, clm = tang<p = 9, 

da wir hier Bogen und Tangente vertauschen dürfen. Demnach ist auch 

da ^ ,, dh ^L 



aa aa aa 

, dm 9 , dn ^ 
aa aa aa 

Und die Gleichung der Tangentenebene wird jetzt 

X, Y,Z—t 



0, 0, 1 

JP-^ A 



= 0, 



d. h. 

A 

Y^—tXrsxmzX, 

? 

wenn wir die Bezeichnung m aus § 14 einführen. 

Der Winkel 6 der Tangentenebene mit der y^-Ebene ist demnach ge- 
geben durch 

1 
taug 6 « — , 

die Yertheilung der Tangentenebenen an die Fläche in den Puncten einer 
Erzeugenden g in Bezug auf ihre Stellungen hängt also auch ab von der 
Grösse, w die daher auch als Vertheilungparameter bezeichnet wird. 
Die Spezialfälle itj = und ro «= oo , d. h. A = und <p = geben Anlass 
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zur ßetrachtnng besonderer Arten von Flächen, auf die indessen hier nicht 
eingegangen werden soll. In diesen Fällen ist also der Winkel 6 constant, 
während er im Allgemeinen auch mit a variirt, d. h. von Panct zn Panct 
der Geraden g sich ändert. 

§ 16. 

Wenn die Coefficienten der Gleichungen einer Geraden g yon zwei Para- 
metern a, ß abhängen, so wird bei Variation von a, ß die Gerade eine 
zweifache Mannigfaltigkeit von Lagen durchlaufen oder sie wird ein Strahlen- 
System erzeugen. Wir haben hier 

, da j da -o 

OOL Oß 



, dm , , Öm ,Q 

dm =^ -^- a a + -^- d ß 



und wenn diese Werthe in die Ausdrücke t^, j^, (t^, Jj, er im § 14 ein- 
gesetzt werden, so sieht man, daas für eine gegebene Gerade g und ein 
bestimmtes Werthsystem (a, ß) jene fünf Grössen nur von dem Verhältnisse 

/7ft 

j- abhängen. Demnach werden unter ihnen vier von der Wahl der un- 
endlich benachbarten Geraden / unabhängige Delationen bestehen müssen. 
Zunächst ist klar, dass der Ausdruck 

« 

der im Nenner von ^o, dj, (s^, cra, ^ auftritt, im Allgemeinen für keinen 

dfß 
Werth von -j- verschwinden kai^n. Denn dazu müsste gleichzeitig 

sein, und also auch 

dm dn dp 

m n p 

Ist dann p der gemeinsame Werth dieser Verhältnisse, so müsste dann sein 

dm , . dm ,Q 

dn , 8w ,Q 

X— .»a-4- :;r-r aps=»P 

8a Öß ^ ^ 

Zum gleichzdtigen Bestehen dieser Gleichungen ist aber die Bedingung er- 
forderlich 
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dm dm 



dn dn 
dp dn 



m 



n 



= 0, I. 



da' Öp' ^ 

welche eise Belation zwischen a, ß bedeutet Nur wenn diese besteht, kann 
also X2 + Jf a + iV» a= werden. 

Diejenigen Geraden, f&r welche die Gleichung I erfüllt ist, nennen wir 
singulare Erzeugende des Strahlensystems. Sie bilden offenbar eine 
Begelfläche, deren Gleichung man erhält, wenn man a, ß, ^ aus I und den 
Gleichungen 

x^=:a-r-mtj y=:b-^nt^ e^BC-^pt 
eliminirt. 

§ 17. 

Wenn g eine nicht singulare Erzeugende des Strahlensystems ist, so 
wird tQ als ein Bruch erscheinen, dessen Zähler und Nenner homogene 
Functionen 2. Grades von e2a, dß sind, und dessen Nenner nicht Null 
wird. Es wird also i^ ein Maximum und ein Minimum besitzen, welche 
stets reell sind und die nach der im vorigen Capitel § 6 dargelegten 
Methode zu bestimmen sind. Substituiren wir diese ausgezeichneten Werthe 
von t in die Gleichungen von ^, so erhalten wir die Coordinaten zweier 
Puncto auf ^, welche als Hauptpuncte dieser Geraden bezeichnet werden. 
Durch jeden dieser Hauptpuncte wird eine Linie kürzesten Abstandes mit 
einer Nachbarerzeugenden gehen. Diese Linien seien A, A'. Dann nennen 
wir die durch A und ^, wie durch A' und g gelegten Ebenen die der Er- 
zeugenden g zugeordneten Hauptebenen. 

Die Coordinaten Xq^ yQ^ e^ eines Hauptpunctes sind Functionen von a, ß. 

a?o == ?(«, ß), ^0 = +(«. ß), ^0 == X(«. P)- 

Eliminiren wir a, ß aus diesen Gleichungen, so erhalten wir eine Gleichung, 
welche den Ort dieses Hauptpunctes darstellt 

«^(^, y, ^) = o 

und eine Hauptfläche heisst. Es giebt also zu jeder Erzeugenden eines 
Strahlensystems zwei Hauptflächen, die sowohl verschieden sein, als auch nur 
Theile (Schalen) einer und derselben Fläche darstellen können. 

Betrachten wir die Grösse vi des § 14, so wird die Determinante P im 

£2ß 

Zähler vom zweiten Grade in Bezug auf ^ sein und also für zwei reelle oder 

imaginaire Werthe dieser Grösse verschwinden. Zu jeder dieser Wurzeln 
von PsO gehört ein Werth von % und somit ein Punct von g. Diese 
Puncto heissen Brennpuncte von g und können also reell oder imaginair 
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sein. Die Orte dieser Pancte werden als Brennflächen bezeichnet. Ihre 
Gleichungen werden analog wie diejenigen der Hanpflächen besüsunt. Und 
analog, wie durch Vermittelnng der Haaptpnncte die Hanptebenen constroirt 
werden, so constroiren wir auch durch Vennittelung der Brennpuncte je 
zwei Brennebenen zu einer Erzeugenden g eines Strahlensystems. 

Um nun die Beziehungen zwischen einer Erzeugenden g eines Strahlen* 
Systems und der ihr unendlich benachbarten Erzeugenden zu finden, nehmen 
wir g zur ^er-Axe und femer z als unabhängige Variabele, wonach wieder 
c = 0, j?= 1; dfossO, e^YsssO. Femer, da die Gleichungen von g sind 

80 hat man für diese Gerade auch 

a=:0, 6 = 0, m = 0, n = 0. 

Unsere allgemeinen Formeln, die wir hier gebrauchen, nehmen daher jetzt 
folgende Gestalten an 

i = — rfn, M^dm^ J^=0, 

da^ 0, dm 
Ji^s db^ 0, dn =dhdm — dadn^ 



Ä« 



dh, 0, dn 
0, 1, 

— dn^ 0, da 

dm^ 0, db 

0, 1, 

dn 



dadm-h dbdn^ 
dn 



^ä 



<J2 = 



m* 



w 



dn^ ' -^dm^ -h dn^ 

dadm'\'dbdn 
«'^ dm^ + dn^ 

dbdm — dadn 



j, = 0, 



dm^ -h dn^ 



und die Determinante I wird 



öm 


dm 


da' 


öß' 


dn 


dn 


8a' 


8ß' 


0, 


0, 








dm dm 





« 


da' öß 
dn dn 


1 




da' d^ 



Sofern nun g ein gewöhnlicher Strahl ist, wird letztere Determinante nicht 
verschwinden, sodass also aus 

_ dm j, , dm^Q 
am^ — da-^j^d? 

dn y dn ja 

dn= ^— aa-|-^ö"»P 

Od op 



304 IX. Capitel. 

sich da, dß als lineare Fanetionen ron dm^ dn berecknen lassen. Dann 
werden auch da, d6, weil sie lineare Functionen von da, dß sind, sich 
ebenfalls linear in d^, dn darstellen lassen. Es sei 

da = Ai dm -h A^dn '; 

dh = By^ dm -h B^dn, 
dann kommt 

_ Ai dm^ 4- (Bj 4- A^) dmdn + B^ dffi 

^ ■" dw« -h dw2» 

_ Jg^dw^ -4- {ß^ — ^i) dwdn — A^dn^ 

dm^ 4- dw^ 

Ist endlich 6 der Winkel, den die Richtung des k&rzesten Abstandes zwischen 
y und der Nachbargeraden ^ mit der ^- Achse macht, so ist 

9| SS sin , 92 = cos 6 , 93 

, ^ (jj dn 

tang 6 = — == — ^— 

(jg dw 

Um nun die Werthe von z zu finden, welche den Hauptpuncten entsprechen, 
suchen wir das Maximum und Minimum von t^. Setzen wir 

0(dw, dn) = A^dm^ 4- (B^ -h -lg) dm dn + B^dn^ -h \(dm^ 4- dn^), 

80 bestimmen sich diese ausgezeichneten Werthe auf Grund von 

dm ' dn "' 
dies giebt 

2A^dm 4- (-Bi 4- -42) ^w + 2X dm = 

(J9i 4- A2)dm 4- 2^2 dn4-2Xdn«=0, 

und hieraus folgt 

2(^1 4- X), 5i 4- ^ 



= 0. IL 



5i4-^, 2(JB2 4-X) 

Bisher ist die Lage der ^ier-Ebene noch nicht fixirt. Wir nehmen jetzt 
eine der Hauptebenen als ^£r-Ebene an, und als Anfangspunct der Coordi- 
naten denjenigen Punct, der die Strecke zwischen den Hauptpuncten hal- 
birt. Nun muss ein Maximum oder ein Minimum existiren fiir 6 = 0, d. h. 

dn 

Dann reducirt sich also die zweite Gleichung I auf 

5i4-^2 = 0, m. 

und Gleichung 11 wird 

(^i4-X)(J52 4-X) = 0. 

Und da die Wurzeln dieser Gleichung entgegengesetzt gleich werden sollen, 

so ist also 

52 = — ^j. IV. 
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Beachteu wir also die Gleichungen in und lY und setzen noch ein 
j— = — tang 6, so werden unsere oben aufgestellten Formeln für f^, m nach 
leichter Eedaction folgende Gestalt erhalten 

ro=-4iSin2Ö — A^^. 

Aus dieser Darstellung von /q ^"^^ ^ können wir nun folgende geometrische 
Consequenzen ziehen: 

IT 

tQ wird Maximum bezw. Minimum für ö = und 6 = -^, also stehen 

die beiden Uauptebenen senkrecht aufeinander. 
m wird Null für 

sin 20 = 4^, 
für welchen Werth Ton ö man findet 



Diese Werthe von t^ bestimmen aber die Brennpuncte, und da sie entgegen- 
gesetzt gleich und kleiner als Ä^ sind, so haben wir folgendes Ergebniss: 
Die Brennpuncte liegen zwischen den Hauptpuncten und zwar 
gleich weit ab zu beiden Seiten von dem Mittelpunct der die 
Hauptpuncte verbindenden Strecke. Und wir sehen, dass die Brenn- 
puncte reell oder imaginär sein werden, jenachdem 

TZ 

Die Gleichung JL^ sin 26 = ^2 ^a* zwei Wurzeln: ö und -^ — 6. Die 

TZ 

Brennebenen werden alsdann die Argumente ^ H- ö und ir — 6 haben, d. h. 

aber: die Brennebenen bilden gleiche Winkel mit den Haupt- 
ebenen. 

Wenn Ä2 verschwindet, so sind sowohl die Brennpuncte wie die Brenn- 
ebenen reell, und zwar fallen sie dann bezüglich zusammen mit den Haupt- 
puncten und Hauptebenen. In diesem Falle sind also die Brennebenen 
senkrecht zu einander. Und umgekehrt, wenn letzteres stattfindet, so ist 

also 6 a= und daher auch ^2 = u. s. w. 

Die Gleichungen der Brennebenen sind, wie aus dem Gesagten leicht 
zu finden 

y_^ ^2 

wo also zur einen das Zeichen -H, zur andern das Zeichen — gehört. 

Gravelins, Difterentialrechnang. 20 
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Wesn nan g' ein Strahl des Systems ist, der der Enengenden g nnend- 
lieh benachbart ist, so hat er die Gleichungen 

x^ssda-¥ tdm ^ssda-^ gdm ss(z -^ Ä^)dm -h A^dn 
yssdh-^ tdn « dft + 2rf fi « — A^dm 4- (2 — A{) dn^ 

nnd er wird die Brennebene VI in einem Pancte treffen, wo e sich ans der 
Gleichnng bestimmt 

— Ä^dm 4- (1 — Ai)dn Ä^ 

(2-\-Äj)dm-¥'A^dn "" Äi ± ^A^ + A^ 

Diese Gleichnng wird aber unabhängig von dem Werthe des Verhältnisses 
dn\ im erfEÜlt durch 

i? = db yiT^Tä?, vn. 

nnd die Verbindung von VI und Vn stellt eine Normale zu g dar, welche 
in der Brennebene liegt und durch den Brennpunct geht. Eine solche 
Gerade heisst Brennstrahl. Wir können somit folgenden Satz aussprechen: 
Die ein«r Erzeugenden g unendlich nahen Erzeugenden des 
Strahlensystems treffen die zu g zugeordneten Brennebenen 
in Puncten der Brennstrahlen. 



§ 18. 

Es erübrigt noch, kurz den Fall zu betrachten, dass g ein singulärer 
Strahl ist. Dann ist also 

dm dm 

8^' dp 

und es wird daher das Verhältniss der Grössen 

, du . , 8w ,Q 
dm^^-da-j- :^dp 



= 0, 



d^ 



dns^-^doL-^^-^dp 

Ca 8ß 



nicht mehr von -j^ abhängen. Daher ist jetzt 



also auch 



tange^ |^ = con8t, 

dm 

6 a= const. 



Legen wir dann noch die Coordinatenaxen so, dass 6 = 0, so ist auch 
dn^O und man findet 



^ 



da 
dm' 



m = 



db 

■ ■■ I 

dm 
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Wenn dann 



80 kann man ans 



86 


db 


8a' 


8ß 


dm 


dm 


8a' 


8ß 



0, vni. 



Od op 

oa öp 

die Grössen (^a, ^ß linear dnrch da^ dm ausdrücken. Sabstitnirt man 
dann in d d 

da = :=—da + :^-äd^^ 

OOL Öp 

80 ergiebt sich eine Gleichung der Form 

^a== Udb-h Vdm 
und somit, nach obigem, 

Und dieser Ausdruck tQ kann noch vereinfacht werden, indem man den 
Nullpunct um die Strecke V verschiebt, wonach in tQ das zweite Glied ver- 
schwindet. Man hat dann also 

öcrsO, tQ=:Uw. 

Eine zu g unendlich benachbarte Erzeugende g' hat dann die Gleichungen 

x = da + zdm^= üdh -\- zdm 
yr=dh -k- zdn = db. 

Diese Gerade ist also zur A;jer-Ebene parallel. Ist noch für eine solche 
Gerade/ ^^^^^ 

SO liegt sie in der ^r^e^-Ebene und trifft g im Nullpuncte. Ist dagegen 
(lm = 0, so ist g' parallel zu g. 

Es ist also, wenn g ein singulärer Strahl ist, ein Brennpunct ins Un- 
endliche gerückt, während der andere der Nullpunct ist. Ist endlich die 

, db d^ 

Determinante Vlll Null, dann ist also -ir- unabhängig von ^, und wir 

haben die beiden ßelationen 

6 = 0, (Ji = 0. 

Ist nun C der constante Werth von 

db^ 

dm 
so hat eine zu g unendlich benachbarte Erzeugende g' die Gleichungen 

a; = da -^ zdm 
yr=z Cdm^ 

d. h. keine der Nachbarerzeugenden schneidet g in endlicher Entfernung. 
Diejenigen g\ für welche noch elm = 0, sind parallel zu g. 

20* 
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§ 19. 

Sind endlich die Coefficienten der Gleichungen einer Geraden Ton drei 
Parametern a, ß, 7 abhängig, so beschreibt die Gerade, wenn diese Para- 
meter yariiren, eine dreifache Mannigfaltigkeit, welche als Complex be- 
zeichnet wird. 

Wenn nun g eine Erzeugende eines Complezes ist, so wählen wir sie zur 
je^-Achse und e zur unabhängigen Variabein. Dann sind die Gleichungen von g 

und diejenigen einer benachbarten Erzeugenden g' 

x=^da-h edm, y^dh-i- zdn, g=^t, 

wo da^ db, dm^ dn lineare Functionen von doL, e^ß, d-^. 
Wenn dann in den Gleichungen 

, dm , , ö»w Q dm , 

da öp 07 

, dn , dn ,^ dn , 
dn = -^- f^a H- ^^ dß -f- ^- (^7 
da dp ^ 07 

die Coefficienten nicht einander proportional sind, d. h. wenn nicht 

dm dn dm dn ^_^dm dn j 

"e^' Öa"~"8ß"*"öF""'8f'^' 

so lassen sich zwei der Grössen da, dß, ^7, etwa die beiden ersten linear 
durch dm, dn, d7 ausdrücken. Und setzt man diese Besultate in 

^ da j JT. db , ^ 

aa^=-;^ — aa -!-•••, ac> = -^ — »«-»-••• 

da da 

ein, so erhält man 

da = Äidm -f- Ä^dn 4- A^d-^ 
db =5 Bi dm -\- B^dn-h B^d-^. 

Ist im Besonderen dm^^O, dn=:0, so werden diese Gleichungen einfach 

da = -43d7, db = B^d"^^ 
also g' parallel zu g. 

Wenn wir dann noch die Ebene yz so legen, dass sie durch g' geht, 
so wird auch Ä^ = 0. Unter dieser Annahme wollen wir aus 

dadm-hdbdn 

^"" dm^ + dw2 

dbdm — dadn 

m= - 



dm^ -\- dn^ 

die Grösse db eliminiren. Dann ergiebt sich 

^0 dm — wdn^B^da 

^^A^dm + A^dn^ 



d. h. 

oder wegen 
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(#0 — ^i) dm = (c; -4- A2) dn^ 

dm 

(/o — ^1) H- (m +^2) tang 6 = 0, 

welche Gleichung wir als Gleichung des Complexes bezeichnen. Die- 
selbe lässt sich noch etwas eleganter schreiben, wenn man den Nullpunct 
auf der ^-Achse verschiebt um die Strecke A^, Dann geht ^0 vdl t^-^ A^ 
über und es wird 

fo + (w -H ^2) tang 6 = 0. 

Würden die Gleichungen I dieses Paragraphen stattfinden, so wäre 

dn 
dm 

unabhängig Ton 6?a, rfß, d^ und also 

tang 6 = const. 

Die Theorie der Strahlensysteme und Complexe ist für die Geometrie und 
namentlich für die moderne Mechanik von grösster Bedeutung; aber auch 
für einzelne Zweige der mathematischen Physik, wie z. B. die Optik, kann 
sie nicht mehr entbehrt werden. Sie erfordert eingehendes, besonderes 
Studium. Hier sollten und konnten nur die grundlegenden Definitionen 
gegeben und durch einige sich leicht darbietende Folgerungen erläutert 
werden. Ich verweise den Leser auf die Werke von Plücker und Beye, die 
grundlegenden Arbeiten Kummers und Hamiltons, wie auf zahlreiche Auf- 
sätze in Grelles Journal und den Mathematischen Annalen. 

§ 20. 

Machen wir die Coefficienten der Gleichungen einer Geraden von mehr 
als drei Parametern abhängig, so erhalten wir bei Variirung der letzteren 
die Gesammtheit aller Baumgeraden. Denn ist g jetzt wieder eine Erzeugende, 
dann ist es immer möglich, sie so zu bestimmen, dass sie durch zwei be- 
liebig vorgegebene Puncto (a:, y, ^), (5, t^, Ö g^he, da hierzu nur vier 
Bedingungen zu erfüllen sind. 
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Die complexe Yeränderliehe. 

§ 1- 

Am Schlusse des ersten Capitels ist schon darauf hingewiesen worden, 
dass die Erweiterung der arithmetischen Aufgaben auch eine Erweiterung 
des Zahlenbegriffes über den der irrationalen Zahlen hinaus erfordere. In 
der That muss schon zur Lösung der Gleichung 

ir2 + 1 == 



eine neue Zahl i = i/ — 1 eingeführt werden, welche sich auf keine der bis- 
her gebrauchten reellen Zahlen linear zurückführen lässt. Diese Zahl e 
heisst die imaginäre Einheit. Und eine Zahl hi^ die aus der imaginären 
Einheit hergeleitet ist, wie die reelle Zahl b aus der reellen Einheit, heisst 
eine rein imaginäre Zahl. Die allgemeinen Zahlen, deren wir in der Ana- 
lysis bedürfen*), haben die Form 

wo a, b reelle positive oder negative Zahlen bedeuten. Die Zahl C heisst 
nach Gauss eine complexe Zahl, a ihr reeller, bi ihr imaginärer Bestaud- 
theil. Man bezeichnet auch 

a = 3fl(C). 

Da die Zahl i nicht auf reelle Zahlen zurückführbar ist, so können zwei 
reelle Zahlen nicht anders gleich sein, als wenn ihre reellen und ihre ima- 
ginären Bestandtheile einander bezüglich gleich sind, d. h. es ist 

a + 6z = a' H-fte, 

*) Es ist früher die Frage aufgeworfen worden, ob nicht die Einführung noch 
allgemeinerer Zahlen als der complexen sich erforderlich zeigen konnte. Herr Weier- 
strass hat nachgewiesen, dass diese Frage zu verneinen ist. Vergl. über die all- 
gemeine Theorie complexer Zahlen Stolz, Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, 
Bd. II und Hankel, Theorie der complexen Zahlen. Ich setze den Leser mit der 
elementaren Theorie der complexen Zahlen bekannt voraus, und verfahre daher im 
Texte nur mehr repetitorisch. 
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wenn 

und eine complexe Zahl kann nicht anders Null werden, als wenn ihre beiden 
Bestandtheile gleichzeitig verschwinden. 

Die complexen Zahlen umfassen die reellen als Sonderfall. Wenn wir 
mit ihnen rechnen, so haben wir uns an zwei grosse Gesetze zu halten: 
Die Grundregeln der Arithmetik müssen auch für diese Zahlen erhalten 
bleiben; und es darf die Bechnung uns immer nur wieder auf Zahlen 
aus dem Gebiete der complexen fuhren. Demnach sieht man ein, dass die 
Addition und Subtraction zweier complexer Zahlen sich nach folgenden Ge- 
setzen vollziehen muss: 

{a -+■ bi) 4- (a' -f- h'i) = (a -h a') + (& + h') i 
(a + bi) — (V + Vi) = (a — a') -f- (6 — b') L 

m 

Bei der Multiplication sind die Eigenschaften der Zahl i zu beachten. Da- 
nach erhält man 

(a + bi) (a' ^ Vi) = (aa' — bV) -4- {aV + a'b) i. 

Die Division darf nicht aus dem Zahlengebiete herausführen, es muss also 

sein 

a -hbi 

a -h bt 

wo a' $ 0, V ^0 vorausgesetzt ist. Auf Grund des für die Multiplication 
gegebenen bestimmen sich m^ n aus 

a'm — fc'w = a 
Vm -i-a'n^b 

immer als endliche reelle Zahlen, denn die Determinante 

b\ a' " -i-^ 

kann nach der über a\ V gemachten Voraussetzung nicht verschwinden. — 
Wenn a, b endliche reelle Zahlen sind, so lässt sich immer setzen 

a = r sin 9 
b-=r cos 9, 

denn es lässt sich hieraus stets finden 

r2 = «2 + ?>2 

tang ? = y 

Es kann daher jede complexe Zahl in die Form gebracht werden 

a -i- bi = r(cos 9 -4- ^ sin 9), 
wo 
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zu setzen, da das Vorzeichen von a und b durch dasjenige von cos <p, bezw. 
sin 9 wiedergegeben wird. 

Die positive reelle Zahl r heisst der absolute Betrag von a^bi und 
wird bezeichnet durch 

9 ist das Argument der Zahl a-hbi. Diese Darstellung der complexen 
Zahlen durch absoluten Betrag und Argument fuhrt auch zu einer geome- 
trischen Darstellung dieser Zahlen. Denn wir können rsin^, rcos^p immer 
als die rechtwinkligen Coordinaten eines Punctes in der Ebene betrachten, 
dessen Abstand vom NuUpunct gleich r ist. Und diesen Punct betrachten 
wir als Bild der complexen Zahl r (cos cp + « sin (p) = a -h &i Die Abscissen- 
aze des zu Grunde gelegten Coordinatensystems, auf der also die Strecken 
rcos9 = a gemessen werden, heisst die reelle Axe; die Ordinatenaxe, auf 
der die Strecken rsin^^b gemessen werden, die imaginäre Axe. Die 
reelle Axe stellt uns also die Gesammtheit der reellen, die imaginäre Axe 
die Gesammtheit der rein imaginären Zahlen dar. Die Gesammtheit aller 
complexen Zahlen constituirt eine zweifache Mannigfaltigkeit, ihre Bilder 
erfüllen die ganze Ebene. 

Diese geometrische Darstellung der complexen Zahlen giebt Anlass zu 
bedeutsamen Untersuchungen, auf die jedoch erst im III. Bande eingegangen 
werden soll, da hier doch noch kein Gebrauch von ihnen zu machen ist. 



§2. 
Sind nun x^ y zwei veränderliche reelle Zahlen, so ist 

eine complexe Veränderliche. Und wenn wieder eine andere Zahl w 
existirt so, dass zu jedem bestimmten Werthe von z ein bestimmter Werth 
von w gehört, so nennen wir w eine Function der complexen Ver- 
änderlichen $. Dabei ist wieder nicht erforderlich, dass w durch einen 
arithmetischen Ausdruck in e dargestellt sei, sondern nur die Zuordnung 
der t<;- Werthe zu den £r. Wertben constituirt den functionalen Zusammen- 
hang beider Grössen. 

Man bemerkt, dass ein Unterschied zwischen einer complexen und einer 
reellen Variabein besteht. Wenn wir für eine reelle Variabele die End- 
puncte eines Intervalles angeben, welches jene durchlaufen soll, so ist da- 
mit zugleich auch jeder Werth der Veränderlichen bestimmt, welchen diese 
innerhalb des gegebenen Intervalles annehmen kann. 

Nicht so bei einer complexen Variabein, wo von dem Werthe Zq nach 
dem Werthe z unendlich viele Wege führen. Aus diesem Umstände ent- 
steht die wichtige Frage, ob und wann der Werth w^^ den eine Function w 
im Puncte z^ einnimmt, von dem Wege abhängig ist, auf dem die unab- 
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hängige Variabele von dem beliebigen Anfangspuncte Sq aus nach 0i gelangt 
ist. Auf diese Frage wird im § 8 noch näher eingegangen werden. 

Die einfachsten Functionen, welche wir betrachten können, sind wieder 
die rationalen und unter ihnen die ganzen rationalen Functionen. Es ist 
leicht einzusehen, dass jede ganze Function 

^ = fW = öo -h «i^s? H 1- a^z^, 

wo die Uj^ reelle oder complexe Zahlen bedeuten mögen, auf die Form ge- 
bracht werden kann 

wo u^ V ganze Functionen, mit reellen oder complexen Coefficienten, von 
x^ y sind. In gleicher Weise lässt sich eine rationale Function auf diese 
Form bringen (vergl. § 1) 



W = — — SS u-hVl. 

«2 4- t?2 ^ 

da sie stets als Quotient zweier ganzen Functionen sich ausdrücken lässt; 
jedoch sind jetzt u^ v rationale gebrochene Functionen von x^ y. 

Diese Form der Darstellung einer Function einer complexen Variabein, 
wonach also f(z) selbst wieder eine complexe Veränderliche ist, lässt sich 
nun auf alle Functionen ausdehnen, welche durch eine nach Potenzen von a 
geordnete Reihe sich darstellen lassen, sofern wir die Convergenz der be- 
treffenden Eeihe nachweisen können. 

Wir wenden uns daher einigen hierauf bezüglichen Sätzen zu. 

§3. 
Wenn die beiden Reihen mit reellen Gliedern 

% + Wi -I- • • • H- «*^ H- • • • 
«^0 + ^1 + • • • "♦" ^« "+" • ' • 

convergiren und bezüglich die Summen CT, V haben, so sagen wir, dass 
auch die Reihe mit complexen Gliedern 

(Wo + Voi) -f- (wj + Vit) -f • — H (w^ + vj) H • I. 

convergire, und dass ihre Summe 

U-h Vi 

sei. Dagegen divergirt die Reihe I, wenn entweder eine der Reihen der 
u und t;, oder beide divergiren. 

Es lässt sich nun zeigen, dass die Reihe I convergirt, wenn die 
Reihe der absoluten Beträge ihrer Glieder convergirt. 
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In der That, setzen wir 



n ^ n n 

nnd 

Dann ist nach Voranssetzung die Beihe 

♦"O "+" ^1 "+" • • • + *'n "^^ * • • 

convergent. und femer ist immer 

r^ sin (p^<:rj, r^cos9^<:rt, 

sodass also die Reihen 

Tq cos 9o + rj cos (pi -h • • • -*- r^ cos 9^ 4- • • • 
Tq sin <Pq -+- rj sin 9i 4- • • • -h r^ sin 9^ -h • • • 

sicher anch convergiren. Dann convergirt aber nach der gegebenen Defi- 
nition anch die Reihe I. Wir nennen eine Reihe, welche die Eigenschaft 
von I hat, absolut convergent. Wenn also eine aus complexen Gliedern 
bestehende Reihe convergirt, so ist ihre Summe in der That als complexe 
Zahl darstellbar. 

Der im Cap. YII, S. 243 gegebene Satz über die Multiplication zweier 
Reihen lässt sich auch auf solche Reihen ausdehnen, deren Glieder complex 
sind. Es seien 

%9 ^n •••? ^n— 1' ••• T 

^0 » ^19 • • • 9 ^n 1 ' * • • 

zwei absolut convergente Reihen, deren Glieder complex sind und deren 
Summen bezüglich S und S' sein mögen. Dann convergirt auch die Reihe, 
deren allgemeines Glied durch die Formel gegeben ist 

und ihre Summe ist SS'. 
Wir bezeichnen kurz 



'Cfc = Po^n-l -+- Pl ^«-2 -* ^ P«-2 ^1 + P«-l ^'O- 

Dann convergiren die Reihen Po + Pi + • ' ' ^"^ «»o ^" ^i "+" * • ' ^^^^ ^^^' 
aussetzung und die Reihe TQ + Ti-h«*« nach Cap. VII, S. 243, und ihre 
Summe ist das Product der Summen der Reihen Po + pi + • • • und 

^0 *+■ ^1 + • • • 

Bezeichnen wir dann wieder mit 5. und S' die Summen der n ersten 

Glieder in den Reihen I und mit Sl! die Summe der n ersten Glieder der 

n 

Reihe w^o + ^i + '"; ^^^ endlich seien 2^, 2^, 2^' die Summen der 
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n ersten Glieder bezüglich in den Reihen Po H- Pi 4- • • • , «^o + ^i "^ ' • * » 
To H- Ti + • • • . Dann ist 

\ K—K = p»-i ^«-1 + (p«-i ''«-2 -^ p»-.2 ^«-i) + • • • 

+ (P«-l ^1 + Pn - 2 ^2 + ^- Pl ^«-l)- 

Nun kann aber offenbar der absolute Betrag einer Summe nicht grösser 
sein, als die Summe der absoluten Beträge ihrer Theile. Daraus folgt 
dann, dass 

Ferner aber ist 

lim(2„2;-2;) = 0. 



n= oo 



Folglich muss auch \8^S^ — S^\ für ein unbegrenzt wachsendes n die Null 
zur Grenze haben, d. h. es muss sein 



limiS„5: = 5:'. 

n n n 



Es sei ausdrücklich noch einmal hervorgehoben, dass die integrirende 
Voraussetzung für diesen Satz diejenige ist, dass jede der Beihen I absolut 
convergire. Sind wir dessen nicht sicher, so kann der Satz im Allgemeinen 
nicht ausgesprochen werden. 



§4. 
Die Beihe 

2! nl 

ist eine absolut convergente und stellt für | ^ | = p die reelle Function ^ 
dar. Wir wollen ihren Werth für das imaginäre e zunächst durch (p(js) 
bezeichnen und die Eigenschaften dieser Function 9 (ai) zu erkennen suchen. 
Man hat also für zwei Werthe von e 

Bilden wir nun eine dritte Reihe, deren erstes Glied 1 ist, und deren all- 
gemeines Glied die Form hat 

^n — iy.^(n — 2)r^ ^ ^' (« — 2) ! ^ (w — 1) ! ' 
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80 wird nach § 3 auch diese Reihe convergiren and znr Samme den Werth 
9iß) ?(^i) liaben. Das eben hingeschriebene allgemeine Glied lässt sich 
aber summiren und ist gleich 

(«~1)! ' 

sodass also die neue Reihe offenbar auch 9 (^ + e^ zur Summe hat. Dem- 
nach ergiebt sich 

Sind dann ferner z^ e^^ z^^ .. . , ^^_i complexe Variabele, so wird die letzte 
Relation sich ausdehnen lassen in die folgende 

und setzen wir nun 
so kommt 

[(p(^)]^==(p(v^), 

wo V eine beliebige ganze positive Zahl ist. Ist z ein positiver oder nega- 
tiver Bruch, so wird die letzte Gleichung, wenn wir setzen 

Z = zh — 9 

V 

[? (±-7)]'= T(± (^) = ?(± If. 

Aber die Selation <p (* + ^,) ^ 9 (g) «p (g{) giebt für « = 1 , «1 ^ — 1 

9(1)9(-1) = 9(0)=1 
wonach also 

?(-!) = [9(1)]"'. 

Demzufolge ist dann auch 



[T(±-^)]'=[?(l)f^ n. 



Nun ist aber 



7(l)=l + l+ij+... + ^^^ + ...-e, 
womit aus II folgt 

Setzen wir dann wieder ^ = =b— , so haben wir also erhalten 
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Die Functioii ^(ir) fallt also für ein relles z zasammen mit der schon 
froher definirten Function e*. Und wir sehen ferner, dass die durch I aus- 
gedrückte characteristische Eigenschaft von e* auch gilt, wenn z complexe 
Werthe annimmt. Wir können daher auch dann, wenn die Variabele je^ un- 
beschränkt veränderlich ist, also reelle und complexe Werthe annimmt, 
für unsere Function dieselbe Bezeichnung beibehalten, und somit für ein 
unbeschränkt veränderliches Argument definiren 

welche Function also die characteristische Eigenschaft besitzt 

Die Eeihen 

1 ^^ . ^ . z^ z"^ _-^ 

1 1 -+-•••. z • • • III 

sind convergent für alle reellen z und stellen dann die Functionen cos z^ sin z 
dar. Diese Reihen bleiben aber auch convergent, wenn z complex wird, da 
sie für |£r| =p convergiren, und zwar auch dann noch, wenn wir in jeder 
von ihnen sämmtliche Glieder positiv nehmen. Denn es haben dann 

p2 p4 p3 p5 

^2!^4!^ ' P^3!^5!^ 

bezüglich die Summen 6of p und @tn p. Wenn daher z complex ist , so be- 
zeichnen wir die Summen der convergenten Reihen III durch cos^er bezw. 
sin z^ sodass also für unbeschränkt veränderliches Argument die Functionen 
<;os^ sin^ definirt sind durch die Reihen 

z^ z^ 

C0S;8r==l— ^ + — 1 

z^ z^ 

sm z^s z 1 \- • • • 

3! 5! ^ 

Wir können nun auch hier wieder ohne weiteres zu den aus Capitel VII 
£chon bekannten Relationen gelangen 

e^ = cos z -^-ismz 
e^^ = cosz — i sinz. 

Setzen wir nun in der fundamentalen Formel für e* einmal iz^ iz^^ dann 
— iz, — izi an Stelle von ^, z^^ so kommt, vermöge der letzten Gleichungen 

cos (z ■+■ Zi) -h i sin (z -f- z^) = (cos ^ + i sin z) (cos Zi-hi sin Zi) 
cos (z 4- ^i) — i sin (z -f- z^) = (cos z — i sin z) (cos z^ — i sin Zi) , 

woraus sich dann wieder die fundamentalen Eigenschaften von sin z^ cos z 

ableiten lassen, nämlich 

sin (z 4- ^i) .*= sin z cos Zi -f- cos z sin z^ 
cos (ß -h Zi) = cos z cos Zi — siu z sin Zi . 
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Die Fnnctioneii ^, cos g^ sin z haben also die gemeinschafUiclie Eigen- 
schafi, dass sich ihre Werthe for das Argument ß-hZi rational ausdrücken 
darch die Werthe för z nnd g^*). Man sagt Ton einer Function, die diese 
Eigenschaft hat, sie besitze ein algebraisches Additionstheorem. In der 
That sind die Fnndamentalformeln for die genannte Function Sonder^le 
der Gleichung 

wo 9 eine ganze rationale Function von /"C^ + j^i), /*W, /"(^i), also <p = 
eine algebraische Gleichung für f^z + ei) bedeutet. 

Die erlangten Ergebnisse zeigen nun auch, dass wir e', cos r, sin jer und 
alle aus ihnen gebildeten Ausdrücke auf die Form u-hvi bringen können. 
Zunächst sei 

dann ist 

e' = ^+y* = ef e«''« e*(co8^ + »siny). 
Ferner ist 

cos ^ = cos (a? -H yi) = cos x cos yi — sin « sin pi 

ssGosxQ4>\y — ftsina;@in^ 

sin jP = sin (a? -t- y%) == sin a: cos yi -h cos o? sin yi 

«8ina;@of^ +icosa;@in^. 

Aus diesen Ausdrücken lassen sich weiter die für taug z u. s. w. leicht her- 
leiten. 

§5. 
Wenn die Gleichung aufgestellt wird 

e = a; -H y», 

60 nennen wir die complexe Zahl u + vi den natürlichen Logarithmus der 
Zahl x-hyi. Setzen wir noch a; = rco89, y = r8in'f, so lässt sich diese 
Gleichung auch so schreiben 

e" (cos z; 4- i sin v) = r (cos <p -f- » sin <p) . 

Soll diese Gleichung für alle Werthsysteme (r, 9), (w, v) bestehen, so 
muss offenbar sein 

also 

u = log r 
und 

wo k eine beliebig ganze Zahl bedeutet. Eine complexe Zahl hat somit 



*) Die Coefficienten dieses Ausdrucks sind, wie für reelle Veränderliche sofort 
klar ist und für complexe gleich sich zeigen wird, die Ableitungen der betreffenden 
Functionen. 
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eine unendliche Anzahl von Logarithmen, die alle in der Form enthalten 
sind 

log£r = logr-h (9-1- 2kTz)i. 

Als Hauptwerth von log je? bezeichnen wir den Werth for ä = 0, also 

^ log^ = logr4-i<p, 

wo also (p einen Bogen zwischen — ic und -h tc bezeichnet. Ist nun der ab- 
solute Betrag einer complexen Zahl gleich der Einheit, so wird sich ihr 
Logarithmus reduciren auf 

ist dann noch ,sf = — 1, so wird 9 == t: und wir erhalten so als Hauptwerth 

des Logarithmus von — 1 

log(— 1) = »::. 

§ 6- 
Wenn wir setzen 

cos (u -h vi) = X -{- yi^ 
so folgt 

cos u 6of V — i sin u Sin t> == a? + y i, 
also 

cos u 6of v=^x 

sin««@int;s=^. L 

Denken wir für Soft;, @int; die Ausdrücke durch die Exponentialfunction 
eingesetzt, so erhalten wir 

,'=^ — ^, e-'=-^ + -J^ n. 

cost« Binu coste Sinti 



und also durch Multiplication 



x^ -2 



g" y — 1 



cos^ u sin^ u 
oder 

sin* u — (1 — x'^ — y^) sin^ u — ^2 —. 0, 

aus welcher Gleichung folgt 



sin^w 



t^TJ(}j=Si:zt)\,,, 



WO die Wurzel positiv genommen ist, um auch sin^u positiv zu haben. 
Nun ist auch 

cos^M — (1+ a;* + ^) C08*M — x^ = 






«» 



x^ 



y^l+^^y _ 



l + a;^ + y» _^,, p^«.^y . _^, 
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Zieht man hier beiderseits die Quadratwurzel und beachtet, dass cos u nach 
obigen Formeln das Zeichen Ton x hat, so Kommt 

cos w = Y = T^ C^' y) 



fl±^^ + ^[l±fL±ylJ _ ,A 



2 m. 



Setzen wir nun 

tiQ SS arc cos 7 (a-, y) 



Vo = log 1 — r^ I , 



wo % ciiieo Bogen zwischen und ^ bedeutet. Dann ist durch Gleichung III 
wenn A; eine ganze Zahl ist. Und weiter ist nach n 



COS % sin Mq ^os % siQ ^0 

und demnach 

wo das Doppelvorzeichen so festgesetzt ist, dass das Zeichen yon v^^ stets 
mit dem von % übereinstimmt. Bezeichnen wir nun die durch 

cos (w -h vi) = X -hyi^^z 
definirte Function u-^-vi von ar-f-y* durch arc cos ^, so ist also 

arc cos z = 2Ä7i: dz (% 4- ^?oO • 
Ganz analog gelangen wir zur Darstellung von arc sin ^. . 

§7. 

Wir haben also eine Beihe von Functionsformen, welche uns aus dem 
Gebiete der reellen Variabein bereits bekannt waren für die Form z^x-h i^i 
des Argumentes auf die Form u-h vi bringen können. Und insbesondere 
haben wir gezeigt, dass für alle Functionen von z, die durch eine con- 
vergente Potenzreihe darstellbar sind, sich diese Form erlangen lässt. Man 
kann daher, wenn wir uns auf solche Functionen beschränken, wohl sagen, 
dass jede Function f{z) =: f(x H- yi) in der Form darstellbar sei 

Man darf aber nicht schliessen, dass umgekehrt auch jede Form ^{x^y) 

H- e^Kic, y) sich als Function von x -^-yi erweisen müsse. 

Wir werden dies aus folgender Betrachtung erkennen. Wir nennen 

eine Function einer complexen Yariabeln z stetig im Puncte ^, wenn die 

Differenz 

^f{z)^nz^iiz)^f{e) 
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mit |A<^|= j/Ai» H- Ay2 zugleich und zwar für jedes Verhältniss AyiAx 
unendlich klein wird. Man sieht hiernach, dass die ganzen Functionen, 
sowie alle diejenigen, welche durch convergente Eeihen definirt sind, die 
letzteren freilich nur für diejenigen Werthe der Variabein für welche die 
betr. Reihe convergirt, stetig sind. 

Wir verstehen nun auch wieder unter der Ableitung einer Function 
f{z) an der Stelle z den Grenzwerth 

hm — jr^ ^-^^-^ für hm I A;? = 

A^ 

df ' 

und bezeichnen dieselbe mit /'(j5)= ,— • Nach der eben getroffenen Fest- 
setzung reden wir also nur dann von einer Ableitung von f(z) im Puncte ^, 
wenn der bezeichnete Grenzwerth unabhängig ist von dem Verhältniss 
A^:Ax, wenn er also nach allen Kichtungen hin denselben Werth 
hat. Es ist dies nur eine sinngemässe Erweiternng des für reelle Variabele 
festgesetzten, wo auch nur dann von einer Ableitung an einer Stelle x die 
Rede war, wenn der bez. Grenzwerth nach vorwärts und rückwärts denselben 
Werth hatte. 

Nun ist aber, wenn wir voraussetzen, dass f{z) in die Form gebracht 
werden könne 

f{z) = u + yi = (p(a;, j/) + i^{x, y), 
dieser Grenzwerth offenbar 



df 

dz 


du-^- idv 
dx -h idy 

^ dx-h ^ dy-hi^ dx-¥i ^ dy 
_ox dy dx dy 




dx-^ idy 
(du , .dv\. , .(dv .du\. 



dx ■+- idy 

und im allgemeinen von dem Werthe des Verhältnisses dy : dx abhängig. 
Soll dies nun aber, wie verlangt, nicht statthaben, so muss sein 

du .dv dv . du 

dx dx dy dy 
d. h. aber 

du dv 

dx'~dy 

dv du 

dx" dy 

Gravelius, DUferenüalrechnung. 21 
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Differentüren wir die erste GleichuDg nach x^ die zweite nach ^, so kommt 



also 



dx^ dxdy dxdy dy^ 

= (b) 



öa?^ dy^ 



2=0. (c) 



and ebenso erhalten wir 

dx^ ' dy' 

Soll also f(z) darstellbar sein in der Form 

/*(?)= u + vi 

und die Ableitung /"'(^r) unabhängig sein von j- ^ d. h. von der Richtung, 

tt X 

in der man zu dem zu 2 unendlich nahen Puncto übergeht, so ist hierzu 
nothwendig, dass u und v den Gleichungen (a) bezw. (6) und (c) genügen. 
Und nur, wenn dies der Fall ist, soll u -\- vi eine Function von z = x -^yi 
heissen. 

Diese Einschränkung des Begriffs der Function einer complexen Va- 
riabein verdankt man Riemann*); Cauchy hatte überhaupt jede Form. 
?(^i y) -4-i^(^, y), die also von den reellen Veränderlichen rr, y abhängt, 
auch als Function von z^x-hyi angesehen. 



§8. 

Aus der Definition der Ableitung /'(s) einer Function complexen Argu- 
mentes und aus dem weiter in § 7 gesagten folgt, dass wir die Sätze der 
Capitel IV und V ohne weiteres auf Functionen complexer Argumente über- 
tragen können. 

Was die möglichen Unstetigkeiten einer Function f(z) complexen Ar- 
gumentes anlangt, so wollen wir uns hier zunächst auf diejenigen beschränken, 
welche wir schon im Gebiete der reellen Variabein kennen lernten, die also 
nur in einzelnen Puncten stattfinden und sich nicht über ganze Stücke 
einer Linie oder, was im Gebiete der complexen Variabein auch als möglich 
anzunehmen ist, über ganze Stücke der Ebene erstrecken. Endlich wollen 
wir ausdrücklich nur solche Functionen betrachten, die für einen gegebenen 
Werth des Argumentes nur einen einzigen Werth annehmen. Wir legen 
somit dem folgenden nur die rationalen Functionen und die durch conver- 
gente Potenzreihen darstellbaren zu Grunde, also nur eindeutige Functionen, 
während die mehrdeutigen, wie z. B. schon die einfache algebraische 
Function j/7, hier aus der Betrachtung ausgeschlossen bleiben und erst im 
III. Bande ihre Erledigung finden. 



*) Riemann, Gesammelte Werke. II. Auflage. Leipzig 1892. 
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Es lässt sich nun folgendes zeigen. Ist eine eindeutige Function f{z) 
gegeben und durchläuft die Variabele z einmal den Weg Zq\ 0^, a^^ ..., 
a^\ z^ und dann den Weg Zq\ ftj, &2» •••» ^«5 ^i? ^^^ deren keinem ein 
Unstetigkeitspunet von f{z) liegt, so erlangt f{z) in z^ denselben Werth, 
welchen der beiden Wege man auch wählen möge, um von z^ nach z^ zu 
gelangen. 

Wir denken uns die beiden Wege z^ (a) z^ , z^ (b) z-^ einander unendlich 
nahe und so gelegen, dass zwischen ihnen sicher kein Unstetigkeitspunet 
der Function sich befindet. Die letztere möge nun von z^ mit dem Werthe w^ 
ausgehen. Dann denken wir uns ferner zwei bewegliche Puncto z die beiden 
Wege so durchlaufend, dass sie einander stets unendlich nahe bleiben; und 
bezeichnen endlich noch mit w^^ w^ die Functionswerthe bezw. auf den 
Wegen ^e^oC^) ^n ^o(fi)^\' ^^ können nun die Functionswerthe w^^ w^ längs 
beider Wege offenbar nur um eine unendlich kleine Grösse von einander 
verschieden sein. Denn w geht nach Voraussetzung auf beiden Wegen aus 
^0 mit dem selben Werthe aus und es ist ferner auch vorausgesetzt, dass 
beim üebergaug von einem Puncto der einen Linie zu einem unendlich 
benachbarten der anderen überall Stetigkeit stattfindet. Demnach können 
nun auch iv^ und w^ nicht in z-^ mit Werthen ankommen, welche um eine 
endliche Grösse von einander verschieden sind. Denn dann müsste wenigstens 
eine jener Functionen an irgend einer Stelle einen Sprung machen, was ja 
aber gerade durch die Voraussetzung ausgeschlossen ist, dass keiner der be- 
trachteten beiden Wege sich irgendwo einer ünstetigkeitsstelle von w = f{z) 
nähere. Also können w^ und w^ in z^ sich in der That nicht um eine 
endliche Grösse von einander unterscheiden und sind somit gleich. 

Denken wir uns nun zwischen den zwei Puncten z^ und z^ eine Reihe 
auf einander folgender unendlich benachbarter Wege, von denen keiner sich 
einem ünstetigkeitspuncte der Function w = f{z) nähert, so erhält also 
f{z) auf allen diesen Wegen den nämlichen Werth in z^. Damit haben wir 
dann folgendes Ergebniss erhalten: Kann man einen Weg zwischen zwei 
Puncten Zq und z^ durch allmälige Uebergänge in einen andern umformen, 
so dass dabei kein ünstetigkeitspunkt von f(js) überschritten wird, so erhält 
f{z) auf dem zweiten Wege den nämlichen Werth in z, wie auf dem ersten. 
Und ferner: Lässt man die Veränderliche, von z^ ausgehend, eine ge- 
schlossene Linie durchlaufen und wieder nach z^ zurückkehren, so erhält 
/"(^), wenn die Veränderliche diese geschlossene Linie beschrieben hat, in z^ 
denselben Werth wieder, den sie beim Ausgang dort hatte, wenn die ge- 
schlossene Linie keinen Punct umschliesst, in dem die Function unstetig 
wird. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 
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